10) Hledani chyb v ”dakazech”.

ZAdné z nize uvedenych tvrzeni neni pravdivé. Odhalte, kde je v uvedenych ” diikazech”
chyba a zkuste piipadné i najit protipriklady. Které chyby jsou na podobném principu?
Jednotlivé typy chyb struéné a vystizné popiste (nékolika slovy).

Tvrzeni 1. Pro kazdou trojici a,b,n > 1 prirozenych ¢isel plati: max(a,b) =n = a = b.

Dikaz indukci: Pokud n = 1, pak z max(a,b) =1 az a,b>1 plyne, ze a =b = 1.
Pokud n > 2 a plati max(a, b) = n, pak ziejmé max(a—1,b—1) = n—1 a z indukéniho predpokladu
a—1=b—1.Z toho plyne a = b.

Tvrzeni 2. Souvisly graf G md n > 2 vrcholi, alespori n — 1 hran a kazZdy vrchol md stupen 1, nebo
2. Pak G md prdvé 2 vrcholy stupné 1.

Dukaz indukci: Pro n = 2 je jediny takovy graf (2 vrcholy spojené hranou) a ten tvrzeni spliuje.

Pro n > 3 najdeme v G vrchol v stupné 1. Ten ma jediného souseda a ten soused ma stupen
2, protoze jinak by s v tvofily komponentu souvislosti velikosti 2 a G by nebyl souvisly (spor s
predpoklady). Odebranim v a hrany z néj vedouci se pocet vrchola i hran snizi o 1. Na vysledny graf
G’ aplikujeme indukéni predpoklad a m4 tedy pravé 2 vrcholy stupné 1. Jeden z nich ma v G stupen
2, ale na druhou stranu G obsahuje oproti G’ 1 vrchol stupné 1 navic. Graf G mé tedy také 2 vrcholy
stupné 1.

Tvrzeni 3. Lze vytvorit relaci "zndt se” na 6 lidech tak, Ze neni Zddnd trojice, kde by se vsichni
navzdjem znali, nebo vsichni navzdjem neznali. Jingmi slovy neni pravda, Ze by z kaZdych 6 lidi slo
vybrat 3, kteri se bud vsichni navzdjem znaji, nebo neznaji. (Jesté jinak receno: existuje graf G na 6
vrcholech bez kliky velikosti 3 a bez nezdvislé mnoziny velikosti 3.)

Diikaz sporem: Trojici lidi nazveme $patnou, pokud se bud vSichni navzéjem znaji, nebo ne.
Pro spor mezi kazdymi Sesti lidmi najdeme $patnou trojici. Ozna¢me je A, B, C. Vezmeme tu samou
Sestici lidi, jen zménime relaci u dvojice A, B (pokud se neznali, tak se zndt budou a naopak). Dostali
jsme tedy Sestici lidi, kde trojice A, B, C' nenf Spatna, coz je hledany spor.

Tvrzeni 4. Pro kazdé n > 0 plati, Ze kaZdd mnoZina M, kterd obsahuje 2™ prFirozenych cisel, mezi
nimiz se vyskytuje ¢islo 2, md neprdzdnou podmnoZinu se souctem prvki délitelnygm 271,

Dukaz indukci: Pro n = 0 je jedinou mnozinou spliujici predpoklady mnozina {2}, kterd tvrzeni
splnuje.

Pro n > 1 rozdélime M na dvé poloviny. V kazdé poloviné z indukéniho predpokladu najdeme
podmnozinu se souctem délitelnym 2". Pokud soucet prvki jedné z téchto dvou podmnozin je délitelny
27+l pak tato podmnozina dokazuje tvrzeni pro M. V opaéném pifpadé je soucet kazdé z téchto dvou
podmnozin lichy nasobek 2" a potom je sjednoceni téchto dvou podmnozin podmnozina M, jejiz soucet
je sudy nasobek 27, tedy ¢islo délitelné 271,

Tvrzeni 5. KaZdy graf G na n > 1 vrcholech md dva vrcholy stejného stupné.

Dikaz sporem: Pro spor uvazujme graf G, kde vechny vrcholy majf rizné stupné. Stupné vrchola
G nabyvaji hodnot {0,1,...,n — 1}, coz je n ruznych hodnot, a tedy podle holubnikového principu
musi pro kazdé ¢islo mezi 0 a n — 1 existovat vrchol, jehoz stupein je roven této hodnoté. Mimo jiné
tedy mame vrchol v stupné n — 1, ktery je spojen s kazdym ze zbyvajicich vrcholu. Ddle médme vrchol
u stupné 0, ktery neni spojen s zddnym jinym vrcholem, tedy ani s v. To je ale spor s tim, ze v je
spojen s kazdym, tedy i s u.



Tvrzeni 6. Definujme posloupnost ¢isel (a,)=5° rekurenci ap = 0,a1 =1 a ap = ap—1 + 2ap—2 pro

n > 2. Dokazte, ze a, = 2""! pro kazdé n > 0.

Dukaz indukci: Pro n = 1 snadno ovérime z definice.
Pro n > 1 méme z indukéniho pfedpokladu Yk < n : ap = 2F 1. Dosazenim do definice a,
dostavame:
U = 1 4 2ay_g = 272 £ 9.9n=3 — gn=2 | on-2 _ on—1

Tvrzeni 7. Pro zadanou symetrickou irreflexivni relaci R na n prvcich mdme za kol nakreslit n
krivek v roviné tak, aby se protinaly prdvé dvojice kiivek, které jsou v relaci, a Zddné jiné. Dokazte, Ze
toho lze dosdhnout pro kaZdou R.

Dikaz indukci: Pro n = 1 vezmeme libovolnou jednu krivku. Kazdou dalsi kiivku nakreslime
tak, aby protinala jen ty kfivky, se kterymi se protnout ma.

Tvrzeni 8. Pro zadanou relaci R mezi n primkami a n body mdme za kol nakreslit n bodu a n
primek v roviné tak, aby kaZdd primka obsahovala pouze body, se kterymi je v relaci. Dokazte, Ze toho
lze dosdhnout pro kaZdou R.

Dikaz piimy: Nejprve umistime n bodu libovolné do roviny. Kazdou pfimku pak vedeme préveé
témi body, se kterymi je v relaci.

Kontrolni otazka: Funguje tento dukaz, pokud bychom nemuseli pouzivat piimky, ale libovolné
kfivky?

Tvrzeni 9. Definujme posloupnost ¢isel al,a2,... pomoci soustavy rekurenci:
o =5
T
2 s
anp = ——— — 1 pro kazZdé n > 2
ap—1+ 1

Turdime, Ze a,, > 0 pro kazdé n > 1.

Dtkaz indukci: Pro n = 1 plyne tvrzeni primo z definice.
Piedpokladejme, ze n > 1. Jako indukéni predpoklad (IP) mame nerovnost a,—1 > 0, a dokazu-
jeme, ze a, > 0. Tj. dle definice a,, chceme dokazat nerovnost

2

— —12>0.
ap-1+1

Nerovnost pomoci ekvivalentnich uprav prevedeme do jednodussiho tvaru:

——— > 1 (pri¢teni jednick
e 112 (p ] y)
2 > ap—1 + 1 (vyndsobeni kladnym éislem a,,—1 + 1, viz IP)

1> ap—1 (odecteni jednicky)

Z nerovnosti 1 > a,—1 a ap—1 > 0 (IP) ihned plyne 1 > 0, coz je zjevné pravdivé nerovnost. Protoze
jsme k jejimu odvozeni pouzili jen ekvivalentni tpravy a indukéni predpoklad, je pravdiva i puvodni
nerovnost a, > 0.

Z trochu jiného soudku (na nésledujici tvrzeni protipiiklad najit nezkousejte ;)

Sporem dokazeme, ze kazdé prirozené ¢islo je zajimavé. Pro spor existuje néjaké nezajimavé cislo.
Necht n je nejmensi nezajimavé prirozené ¢islo. Byt nejmensim nezajimavym éislem je ale rozhodné
zajimava vlastnost, coz je spor s nezajimavosti n.



