
Př́ıklady řešené na cvičeńı LA I - ZS 2012/13
Zdrojem většiny př́ıklad̊u je sb́ırka úloh http://kam.mff.cuni.cz/~sbirka/

1. cvičeńı (2.10.2012)

1. Vyřešte soustavu rovnic s parametrem t ∈ R:

x+ (t− 1)y = 1

(t+ 1)x+ 3y = −1

2. Zapǐste př́ımky procházej́ıćı následuj́ıćımi dvojicemi bod̊u ve tvaru rx+ sy = 1:

(a) (1, 2) a (5, 8)

(b) (−3, 0) a (2, 3)

(c) (1,−1) a (2, 2)

3. Zapǐste kružnici procházej́ıćı trojićı bod̊u (2, 1), (4, 3) a (0, 7) ve tvaru (x−a)2+(y−b)2 = r2

2. cvičeńı (9.10.2012)

1. Ukažte, že elementárńı úpravy:
– záměna dvou rovnic a
– přičteńı t-násobku j-té rovnice k i-té
se daj́ı provést pomoćı elementárńıch úprav:
– vynásobeńı i-té rovnice nenulovým č́ıslem t
– přičteńı j-té rovnice k i-té

2. Převed’te na odstupňovaný tvar

(a)

A =

2 3 4 5
3 0 2 −3
7 6 10 7


(b)

A =

2 −3 13 18
6 −9 7 10
2 −3 −3 −4


(c)

A =

1 2 −1 1
2 −1 4 10
1 0 3 −5



3. cvičeńı (16.10.2012)
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1. Vyřešte následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic:

(a)

3x1+2x2+ x3 = 5

2x1+3x2+ x3 = 1

2x1+ x2+3x3 = 11

5x1+5x2+2x3 = 6

(b)

−x1+x2+3x3 = −2

2x1−x2−6x3+ x4 = 2

−x1+x2+4x3 = −2

x2+2x3+2x4 = 0

2. Řešte soustavy rovnic Ax = 0, Ax = b1, Ax = b2 a Ax = b3 pro:

A =


6 3 2 3 4
4 2 1 2 3
4 2 3 2 1
2 1 7 3 2

 , b1 =


5
4
0
1

 , b2 =


1
1
1
1

 , b3 =


3
2
2
3



4. cvičeńı (23.10.2012)

1. Dokažte, že plat́ı-li Ax = Ay, pak pro vektory x′ a y′ splňuj́ıćı x′ − y′ = x − y plat́ı
Ax′ = Ay′.

2. Dokažte, že
α(A+B) = αA+ αB

5. cvičeńı (30.10.2012)

1. Spoč́ıtejte: 
1 0 1 1
2 0 1 1
2 1 0 0
1 2 1 0

 ·


0 2 2 1
1 0 2 0
2 1 0 2
2 2 1 1

 ·


1
0
1
2


2. Dokažte, že pro invertovatelnou matici A ∈ Rn×n a libovolné B,C ∈ Rn×n plat́ı

AB = AC ⇒ B = C.
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3. Najděte inverzńı matici k matici odpov́ıdaj́ıćı elementárńı úpravě prohozeńı dvou řádk̊u
(na diagonále jsou pouze dvě 0 a jinak samé 1; mimo diagonálu jsou samé 0 až na dvě 1)

Ei,j =



1 0 · · · · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0 1

. . .

0 0 1 0
. . .

...

0 0
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1



6. cvičeńı (6.11.2012)

1. Dokažte, že pro každou dvojici matic A,B ∈ Rn×n plat́ı

St(AB) = St(BA),

kde St(M) je stopa matice M definovaná jako:

St(M) =
n∑

i=1

Mii.

2. Najděte dvojici matic A,B ∈ R2×2 splňuj́ıćı

2∑
i=1

2∑
j=1

(AB)ij 6=
2∑

i=1

2∑
j=1

(BA)ij

3. Rozhodněte, zda následuj́ıćı matice jsou invertovatelné a pokud ano, spoč́ıtejte inverzńı
matice

A =

1 2 1
1 −1 2
3 3 4

 , B =

5 −9 5
1 −2 1
2 3 3


4. Necht’ A ∈ Rn×n je invertovatelná. Z toho vyplývá, že i AT je invertovatelná. Čemu se

rovná (AAT )−1?

5. Spočitejte A−1 a s jej́ı pomoćı vyřešte soustavy Ax = bi, Ax = bii, . . .Ax = biv pro

A =

(
1 2
3 4

)
, bi =

(
3
5

)
, bii =

(
2
1

)
, biii =

(
5
9

)
, biv =

(
1
3

)

7. cvičeńı (13.11.2012)

1. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch trojic (množina, operace, neutrálńı prvek) jsou grupou:
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(a) (R,+, 0)

(b) (R, ·, 1)

(c) (R+, ·, 1)

(d) (Z,+, 0)

(e) (Z+,+, 0)

(f) (Z+, ·, 1)

(g) (R2×2,+,
(
0 0
0 0

)
)

(h) (R2×2, ·, I)

(i) (invertovatelné (neboli regulárńı) matice z R2×2, ·, I)

(j) ({0, 1, 2},+, 0)

(k) ({0, 1, 2}, sč́ıtáńı mod 2, 0)

2. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch pětic (množina, 1. operace, 2. operace, neutrálńı prvek
pro 1. operaci, neutrálńı prvek pro 2. operaci) jsou tělesem:

(a) (R,+, ·, 0, 1)

(b) ({0, 1, . . . , p− 1}, sč́ıtáńı mod 2, násobeńı mod 2, 0, 1), kde p je prvoč́ıslo

(c) (regulárńı matice z R2×2,+, ·,
(
0 0
0 0

)
, I)

3. Vyřešte soustavu určenou následuj́ıćı matićı v tělesech Z5, Z7 a R: 1 2 4 3
3 1 2 4
2 4 1 3



8. cvičeńı (20.11.2012)

1. Najděte všechny matice X, které nad Z5 splňuj́ı:

(a)

X ·

2 1 1
4 3 1
3 2 3

 =

1 1 0
0 1 0
0 0 1


Právě jedno řešeńı.

(b)

X ·

2 4 3
1 2 2
1 2 3

 =

1 1 0
1 1 0
0 0 1


Žádné řešeńı.

4



(c)

X ·

2 2 3
1 1 2
1 1 3

 =

1 1 0
1 1 0
0 0 1


Řešeńı: X =

2 + p 2− 3p p
2 + q 2− 3q q
r − 1 2− 3r r


2. V tělese komplexńıch č́ısel vyřešte soustavu:

x1 + ix2 = i

ix1 + (1− i)x2 = −1

3. Uvažujme těleso Z8: Prvky jsou polynomy 0, 1, a = x, b = x + 1, c = x2, d = x2 + 1,
e = x2 + x, f = x2 + x + 1. Při sč́ıtáńı se koeficienty berou modulo 2. Po vynásobeńı se
vezme zbytek součinu po děleńı x3 +x+ 1 (tj. odečte se vhodný násobek tohoto polynomu
tak, aby výsledný polynom byl stupně nejvýše 2) a koeficienty se vezmou modulo 2.

Spoč́ıtejte: b+ 0, b+ 1, b+ a, b+ b, b+ c, b+ d, b+ e, b+ f , b · d a d · e.
Řešeńı: b, a, 1, 0, f , e, d, c, c a b.

9. cvičeńı (27.11.2012)

1. Rozhodněte, zda

(a) (R,+, ·) je vektorový prostor nad Q.

(b) (R,+, ·) je vektorový prostor nad Z.

(c) ([0, 1),+, ·), kde se sč́ıtá a násobeńı skalárem tak, jako v R, ale výsledkem je pouze
zlomková část výsledku, je vektorový prostor nad Z2.

2. Označme symbolem R+ kladná reálná č́ısla a definujme operace ⊕ na R+ a � : R×R+ →
R+ následovně:

u⊕ v = uv, a� u = ua

Dokažte, že (R+,⊕,�) je vektorovým prostorem nad R. Nalezněte izomorfismus mezi
(R+,⊕,�) a (R,+, ·) nad R, kde + a · jsou standardńı sčitáńı a násobeńı reálných č́ısel.

3. V prostoru R4 zapǐste vektor (−7, 12, 2,−4)T jako lineárńı kombinaci vektor̊u (−5, 5, 1,−1)T ,
(2,−5, 0, 2)T , (3, 2, 0,−2)T a (2,−3, 1, 1)T .

10. cvičeńı (4.12.2012)

1. Dokažte, že množina komplexńıch č́ıselC tvoř́ı vektorový prostor nad R, který je izomorfńı
R2. Co naopak C (už je neuvažujeme pouze jako vektorový prostor) od R2 odlǐsuje?
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2. Dokažte, že počet vektor̊u, které se daj́ı zapsat jako lineárńı kombinace k-tice pevně zvo-
lených lineárně nezávislých vektor̊u z vekt. prostoru nad Zp je pk.

Pozn.: odsud lze dokázat, že pro p >
(
n+k−1
n−1

)
existuje n + k vektor̊u v Zn

p takových, že
žádný z nich nelze zapsat jako lineárńı kombinaci (n− 1)-ice z ostatńıch vektor̊u.

3. Vezměme libovolné konečné těleso Zq = {0, 1, a1, . . . , aq−2}. Dokažte, že nad Zq−1
q každá

(q − 1)-tice z následuj́ıćıch q + 1 vektor̊u je lineárně nezávislá. (Nebo ekvivalentně řečeno:
žádný z následuj́ıćıch q + 1 vektor̊u nelze zapsat jako lineárńı kombinaci (q − 2)-ice z
ostatńıch).
Vektory u1, . . . uq−1 jsou řádky jednotkové matice (ui má jedničku na pozici i a jinde nuly).
Vektor uq = (1, 1, 1, . . . , 1).
Vektor uq+1 = (1, a1, a2, . . . , aq−2).

11. cvičeńı (11.12.2012)

1. Dokažte, že následuj́ıćı tvrzeńı neplat́ı: Množina vektor̊u u1, . . . , uk je lineárně nezávislá
právě tehdy, když každé ui lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci ostatńıch.

Jak poznáme, která ui jdou vyjádřit jako lin. komb. ostatńıch?

2. Necht’ u, v, w jsou lineárně nezávislé vektory z vektorového tělesa V nad reálnými č́ısly.
Rozhodněte, které z následuj́ıćıch množin jsou lin. nezávislé:

(a) {u, u+ v, u+ w}
(b) {u+ v, u− v, u+ w, u− w}
(c) {u, 2u,w}
(d) {u− 2v + w, 3u+ v − 2w, 7u+ 14v − 13w}

3. Doplňte množinu M = {( 0 3
0 0 ) , ( 2 0

1 0 ) , ( 0 1
2 0 )} na bázi vektorového prostoru R2×2.

12. cvičeńı (18.12.2012)

1. Doplňte množinu M = {−x2, x+x2, x3−1} na bázi vektorového prostoru polynomů stupně
nejvýše tři.

2. Pro každé těleso T a každé přirozené č́ıslo k ≥ 1 dokažte, že všechny vektorové prostory
dimenze k nad T jsou navzájem izomorfńı.

3. V prostoru R2 určete souřadnice vektoru (2, 1)T vzhledem k bázi {(8, 2)T , (7, 3)T }.
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