Piiklady fesené na cviceni LA II - LS 2012/13
Zdrojem vétsiny prikladu je sbirka tloh http://kam.mff.cuni.cz/~sbirka/

1. cviceni (22.2.2013)

1. Rozhodnéte, které z nasledujicich operaci jsou skalarnim sou¢inem dvojice vektoru z =
(z1,22)" ay = (y1,42)" 2z R

(a) (z,y) == 1Y2 + 2201
(b> (x,y) =Tyl + 21Y2 + Tay1 + Toy2
(C> (x,y) = 2z1y1 + 21Y2 + T2yl + T2y2

2. Pro standardni skaldrni soucin (z,y) = Zle x;7; a euklidovskou normu ||z| = /{x, )
nad C%, resp R? urcete u nasledujicich dvojic vektort z a y:

I) skaldrni souc¢in vektoru x a y

IT) euklidovské normy vektoru x a y

III) vzdalenost mezi body = a y (tj. ||z — y||)
)

IV) zdali jsou vektory x a y navzdjem kolmé (tj. zda (z,y) = 0).

a) »7 = (4,2,3), y! = (1,5,-2).

b) =T =(3,1,-2), yT = (1,-3,2).

c) 2T =(2,-1,4), yT = (5,2, -2).

d) 27 =(2,1,4,-1), yT = (4,-1,0,2).

e) 27 =(2414,0,4 —5i), y = (1+4,2+14,-1).

2. cviceni (1.3.2013)

1. V prostoru R* se standardnim skaldrnfm souc¢inem (z,y) = 2?21 x;y; urcete podle Gramova-

Schmidtova predpisu ortonormalni bézi Z = {z(M, ..., ("} fadkového prostoru nasledujich
matic.
1 1 11
(a) |4 1 4 1
1 2 3 4
VySledek: Z= {(%’ %’%’%)T’(%’_%’ %7_%)T7 (_%a_%7%a %)T}
0 3 40
) [0 0 5 0
21 0 2
Vysledek: Z = {(0,3.4,0)".(0,~5.2.0). (*,0,0,*2)"}.

2. Rozsifte ortonormélni baze z predchoziho pifkladu na ortonormalni bazi R?.

Vysledky: (a) (3, -3, ~5:3)" a (b) (=%,0,0,9)".
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3. cviceni (8.3.2013)

1. Pro matice z pfedchoziho cviceni urcete ortogonélni projekci p vektoru a = (2,2, 1, 5)T do
fadkového prostoru a soufadnice této projekce [p]z vzhledem k bazi Z.
Vysledky: (a) [plz = (5,-2,1)", p = (1,3,2,4)" a
(b) Iplz = (21,7, p= (52,1, ).

2. Urcete vzdalenost bodu A = (5,5,3,3)7 od roviny prochézejici po¢itkem a body B =
(8,-1,1,-2)T a C = (4,-2,2,-1)T.

3. Pomoci projekce najdéte nejlepsi priblizné feSeni soustavy Az = b, kde

2 1 0
a2 o0 B T
A=, 5, |- b=(105139".
1 -2 2

4. cviceni (15.3.2013)

1. Uvazujme funkce f(z) = sin(x), g(z) = cos(x) a h(z) = 1 jako prvky prostoru redlnych
funkei na intervalu [0, 27]. Skaldrni soucin funkei a a b je hodnota fo% a(z)b(z)dz.

(a) Dokazte, ze funkce f, g a h jsou v tomto prostoru navzajem kolmé.
(b) Urcete normy | ], llgll a [[2]]-

Reseni:
HfH - <fv f) = f027r Sin2<;1;‘)d$ = \/7?7
lgll = \/J2" cos? )z = /.

Al =/ 27 1dz = V2.

(¢) Udélejte projekei funkce ¢(x) = = do podprostoru generovaného funkcemi f, g a h.
Reseni: Ortonormalni baze daného podprostoru je:

F@)/1f1 = sin(z)/ V7, g(@)/lgll = cos(z)/ v/ a h(z)/||hl| = 1/ V2.

Soufadice projekce jsou

<t (@), $1&)

[sin(z) — @ cos(x)]e™ = —2v/7

> = —= [cos(z) + zsin(z)]2" =0

()~ e ] -

~—

A tedy projekce je —2sin(zx) + 7.

2. Vypoctéte determinanty nésledujicich matic:



18 11 11

(a) A= (11 11 11
11 11 24
4 1 2
by B=[0 -1 1
1 2 1
3 2 -1
)Cc=|-1 1 2
2 -1 3
01 1
A D=|[10 1
110

5. cviceni (22.3.2013)

1. Najdéte cykly, rozklad na transpozice, pocet inverzi, znaménko a inverzni permutaci pro
kazdou z permutaci p a q. Déale urcete slozeni p o g téchto permutaci a jeho znaménko.
(Slozeni definujeme jako (p o q)(i) = q(p(4)).)

p:(674717573’2)7 q:(67473’2?571)

2. Najdéte permutaci na deseti prvcich takovou, ze p™ (tj. slozeni n permutaci p) nenf identita
pro zadné n z 1,2,...,29.

3. Prop=(8,6,5,4,3,2,1,7) urcete p3%7.
4. Pro n € N urcete znaménko permutace (n,n —1,n—2,...,3,2,1).

6. cviceni (29.3.2013)

1. Rozvinte determinant realné matice:

0 b1 0
a 0 1 1
X_ll()d
01 ¢ O

Vysledek: abed — ad — be + 1.

2. Urcete determinant néasledujici matice:

xr —1 0 0
0 = -1 :
Tom=|: -«
0o ... 0 T -1
ap a3 ... Qp-1 G0n

Vysledek: a,z2" + ap,_12" ' + ...+ a1z + ao.

3. Spoététe obsah rovnobéznika uréeného vektory a = (2,1)T a b = (1,3)T. Vysledek uréeny
pomoci determinantu si ovéite i bez pouziti determinantu (napt. pomoci Heronova vzorce,
nebo s vyuzitim toho, Ze jedna uhlopficka rovnobéznika mé stejnou délku jako jedna
hrana).



4. Pomoci determinantu urcete pocet koster nasledujiciho grafu:

Vysledek: 20

5. Pomoci determinantu urcete pocet koster tiplného bipartitntho grafu s partitami o velikos-
tech m a n.

Vysledek: m" tnm—1

7. cviceni (5.4.2013)

1. Nad télesem R naleznéte vlastni ¢isla nasledujicich matic a k nim prislusné vlastni vektory
a pokuste se je geometricky vysvétlit.

(a)
(b)

(o 2)
1))

2. Dokazte:

(a)

Je-li A vlastnim ¢islem matice A a ma-li matice A pouze redlné koeficienty, pak je i

A (¢islo komplexné sdruzené s \) vlastnim ¢éislem matice A.

8. cviceni (12.4.2013)

1. Dokazte:

(a)
(b)

Nula neni vlastnim ¢islem matice A prave tehdy, kdyz je A regularni.

Je-li A vlastnim ¢islem matice A a z vlastnim vektorem piislusnym A, pak 1/X je
vlastnim ¢éislem matice A=! a 2 vlastnim vektorem piislusnym 1/\. Déle dokazte,
ze je-li {\1,...,\,} mnozina viech vlastnich cisel A, pak {A\[',..., A\, 1} je prave
mnozina véech vlastnich éfsel A~1.

Je-li p polynom, A vlastni ¢islem matice A a = vlastni vektor pfislusny A, pak p(A) je
vlastnim éislem matice p(A) a x vlastnim vektorem piislusnym p(A). Dokonce plati
(d4 se dokazat pomoci Jordanova tvaru), ze je-li {A1, ..., \,} mnozina vsech vlastnich
¢isel A, pak {p(A\1),...,p(An)} je prdvé mnozina vsech vlastnich ¢isel p(A). Odsud
pak plyne, Ze matice p4(A), kde p4 je charakteristicky polynom matice A, m4 vsechna
vlastni ¢isla nulova.

2. Najdéte priklad matice, kterd mé pouze nulova vlastni ¢isla, ale neni to nulova matice.

Vysledek: napt. (§3)



3. Nad télesem C naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice

2 -1 2
5 -3 3
-1 0 =2

Vysledek: Jediné (trojnasobné) vlastni ¢islo 1 a vlastnimi vektory jsou vsechny vektory
tvaru t- (1,1, —1), kde t € C.

4. Tt z vlastnich ¢isel matice A jsou 3, —4 a 5. Dopocitejte zbylé vlastni &islo.

0 0 7 =7
4 5 2 =2
A= 16 4 15 =8
30 4 26 —19

9. cviceni (19.4.2013)

1. Necht
—11 30
A= <—10 24>
(a) Spoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Zduvodnéte, pro¢ je tato matice

diagonalizovatelna.

(b) Diagonalizujte matici A. Tedy najdéte diagondlni matici D a reguldrni matici S tak,
aby platilo AS = SD, neboli A = SDS™!. (D m4 na diagonale vlastni ¢isla a sloupce
S jsou prislusné linedrné nezavislé vlastni vektory)

(¢) Spoctéte druhou mocninu a jednu z druhych odmocnin matice A. (Odmocnina A je
matice B spliujici B- B = A.)

2. Rozhodnéte, zda jsou matice A a B podobné.

-1 3 2 4 3 1
A=|-1 1 1) B=|-3 -2 -1
-2 3 3 0 0 1

Postup: Nejprve ovérime, ze A a B maji stejny charakteristicky polynom. Toto jesté
nemusi znamenat, ze si jsou matice podobné! Uréime, Ze vSechna vlastni ¢isla jsou rovna 1.
Poté urcime, ze geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 1 je u obou matic ruzné, a proto si
podobné nejsou.

10. cviceni (26.4.2013)

1. Dokazte, ze () nemé druhou odmocninu.

2. Necht Ay je matice s k — 1 jednickami tésné nad diagondlou. Tj. na pozici (i, j) je jednicka
tehdy, kdyz j = ¢ 4+ 1, a jinak nula. Urcete mocniny Ag: A%, A% ...a obecné A7.
Jedno mozné teSeni: Uvazujte Aj jako matici sousednosti orientovaného grafu. Tim

grafem je orientovand cesta na k vrcholech. Na pozici (i, j) v A} pak je pocet cest z i do
j délky pfesné n. A to se pro tento graf ur¢uje snadno.



3. Markovovy retézce: Na zaCatku pozorovani je ve mésté, na venkové i na predmeésti
milion lidi. Migrace obyvatel mésto — predmeésti — venkov probihd nasledovné. Kazdych
deset let:

z mésta:  70% zustane, 10% na venkov, 20% na predmésti,
z venkova:  20% do mésta, 60% zustane, 20% na predmésti,
z predmeésti: 10% do mésta, 10% na venkov, 80% zustane.

Nejprve predpokladejte, ze se po néjaké dobé stav ustali. Jak bude vypadat toto limitni
rozlozeni?

Reseni: Sestavime matici pfechodu (fddek = kam, sloupec = odkud)
7

1

2

N O N

1
1
8

a vektor pocatecnich stavii: xp = 1000000 - (1,1,1)T. Potom A"zq je vektor stavii po
n desetiletich. My hleddme vektor z, spliujici “stabilitu”: Az, = Zo. Jednd se tedy
o vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu 1. A to ten z nich, ktery mé soucet slozek
3000000.

Vysledek: ., = (900000, 600000, 1500000)7".

4. Dokazte, ze matice prechodu Markovova procesu (tj. matice s nezdpornymi koeficienty,
kde soucet hodnot v kazdém sloupci je 1) mé vlastni ¢islo 1.

11. cviceni (3.5.2013)

1. Uvazujme matici A a vektor x z ptikladu ?? z minula. Ukédzeme, k jakému rozlozeni bude
konvergovat vektor poc¢tu lidi ve mésté, na venkové a na predmeésti.

(a) Diagonalizujte matici A.
Vysledek:

-1 -1 3/5\ /1/2 0 0\ [/-1/5 4/5 —1/5
A=SDS'=|1 0 2/5 0 3/5 0| |-1/2 —1/2 1/2
0o 1 1 0 0 1 /2 1/2  1/2

(b) Spoctéte D™ = lim,,_,o, D™.
Vysledek:

D> =

o O O
o O O
_ o O

(c) Spoététe A® = lim,, o A" = SD*S~L,
Vysledek:
3/10 3/10 3/10
A°=|1/5 1/5 1/5
12 1/2 1/2

(d) Spoctéte xoo = Az
Vysledek: z, = (900000, 600000, 1500000)7, stejné, jako minule.



12. cviceni (10.5.2013)

1. Rozhodnéte, zda je nasledujici matice pozitivné definitni a pokud ne, zda je alespon pozi-
tivné semidefinitni.

(a) I, (jednotkova matice)

(b) Oy, (matice se samymi nulami)

2. Naleznéte Choleského rozklad nésledujici matice, nebo zjistéte, ze neni pozitivné definitni.

2 10
A=1|1 2 0
0 0 4
Reseni: A = LLT, kde

3. Spoctéte Choleského rozklad matice A a pouzijte ho k feseni soustavy Az = (10,21, —32, 26, 23)7.

1 2 -3 2 1
2 5 -6 3 2
A=]1-3 -6 10 -5 -3
2 3 -5 15 11
1 2 -3 11 14

Reseni: b = Az = LL Tz, kde

1 0 00O
2 1 00O
L=]1-3 0 1 00
2 -1 130
1 0 0 3 2

Soustava Ly = b mé feseni y = (10,1, —2,3,2)7, vysledek je tedy Fesenim soustavy LTz =
y, coz je x = (1,1,-2,0,1)T. .

13. cvigeni (17.5.2013)
1. Necht

-2 2 0
je matice bilinearni formy na K3. Uréete analytické vyjadieni této formy i pifslusné kvad-
ratické formy. Pokud to lze, najdéte symetrickou matici, ktera vyjadiuje tutéz kvadratickou
formu. (Vse vuéi stejné bézi.)
(a) Reste pro K = R.
(b) Reste pro K = Z (&islo 2 v Zy odpovida 0).
(c) Reste pro K = Zs.



2. Rozhodnéte, zdali plati, ze g(u) > 0 pro vechna netrividlni v = (x1, z2,z3) € R3.
g(u) = 23 4 2x129 + 22123 + 223 + 5.
Vyjadrete g(u) v nésledujicim tvaru, kde a;; € R

g(u) = (an1z1 + ajpxs + a13x3)2 + (a2121 + azws + a23373)2 + (asiz1 + asaza + a33x3)2.

Reseni (dopléni toho, co se nestihlo na cviceni): Kladnost g(u) plyne z pozitivni
definitnosti matice zadané kvadratické formy. Hleddme béazi B prostoru R? takovou, aby
matice kvadratické formy ¢ vzhledem k B byla jednotkova matice I3. Provedeme Cho-
leského rozklad matice A, ¢imz dostaneme A = LLT = (LT)TI3LT. Protoze A je matice
kvadratické formy g vzhledem ke kanonické bézi, je LT matici pfechodu od kanonické baze
k bazi B. Provedenim Choleského rozkladu dostaneme

1 0 0
L=[1 1 0
1 -1 V3

Necht 31, 42,y3 jsou vektory baze B. Ty spocitdme jako y; = LT - (z1, 72, 23)7. Vidime
tedy, ze y; je (x1,x2,x3) krat i-ty sloupec matice L. Diky tomu, ze matici g vzhledem k
bazi B je I3, tak platf g(u) = y3 + y3 + y3, a tedy mame

g(u) = (x1 + 22 + z3)? + (29 — :1U3)2 + (\/§x3)2.



