
Př́ıklady řešené na cvičeńı LA II - LS 2012/13
Zdrojem většiny př́ıklad̊u je sb́ırka úloh http://kam.mff.cuni.cz/~sbirka/

1. cvičeńı (22.2.2013)

1. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch operaćı jsou skalárńım součinem dvojice vektor̊u x =
(x1, x2)

T a y = (y1, y2)
T z R2.

(a) 〈x, y〉 := x1y2 + x2y1

(b) 〈x, y〉 := x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

(c) 〈x, y〉 := 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

2. Pro standardńı skalárńı součin 〈x, y〉 =
∑d

i=1 xiyi a euklidovskou normu ‖x‖ =
√
〈x, x〉

nad Cd, resp Rd určete u následuj́ıćıch dvojic vektor̊u x a y:

I) skalárńı součin vektor̊u x a y

II) euklidovské normy vektor̊u x a y

III) vzdálenost mezi body x a y (tj. ‖x− y‖)
IV) zdali jsou vektory x a y navzájem kolmé (tj. zda 〈x, y〉 = 0).

a) xT = (4, 2, 3), yT = (1, 5,−2).

b) xT = (3, 1,−2), yT = (1,−3, 2).

c) xT = (2,−1, 4), yT = (5, 2,−2).

d) xT = (2, 1, 4,−1), yT = (4,−1, 0, 2).

e) xT = (2 + i, 0, 4− 5i), yT = (1 + i, 2 + i,−1).

2. cvičeńı (1.3.2013)

1. V prostoru R4 se standardńım skalárńım součinem 〈x, y〉 =
∑4

i=1 xiyi určete podle Gramova-
Schmidtova předpisu ortonormálńı bázi Z = {z(1), . . . , z(r)} řádkového prostoru následuj́ıch
matic.

(a)

1 1 1 1
4 1 4 1
1 2 3 4


Výsledek: Z = {(12 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2)T , (12 ,−

1
2 ,

1
2 ,−

1
2)T , (−1

2 ,−
1
2 ,

1
2 ,

1
2)T }.

(b)

0 3 4 0
0 0 5 0
2 1 0 2


Výsledek: Z = {(0, 35 ,

4
5 , 0)T , (0,−4

5 ,
3
5 , 0)T , (

√
2
2 , 0, 0,

√
2
2 )T }.

2. Rozšǐrte ortonormálńı báze z předchoźıho př́ıkladu na ortonormálńı bázi R4.

Výsledky: (a) (12 ,−
1
2 ,−

1
2 ,

1
2)T a (b) (−

√
2
2 , 0, 0,

√
2
2 )T .
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3. cvičeńı (8.3.2013)

1. Pro matice z předchoźıho cvičeńı určete ortogonálńı projekci p vektoru a = (2, 2, 1, 5)T do
řádkového prostoru a souřadnice této projekce [p]Z vzhledem k bázi Z.

Výsledky: (a) [p]Z = (5,−2, 1)T , p = (1, 3, 2, 4)T a

(b) [p]Z = (2,−1, 7
√
2

2 )T , p = (72 , 2, 1,
7
2)T .

2. Určete vzdálenost bodu A = (5, 5, 3, 3)T od roviny procházej́ıćı počátkem a body B =
(8,−1, 1,−2)T a C = (4,−2, 2,−1)T .

3. Pomoćı projekce najděte nejlepš́ı přibližné řešeńı soustavy Ax = b, kde

A =


2 1 0
4 2 0
2 −4 −1
1 −2 2

 , b = (10, 5, 13, 9)T .

4. cvičeńı (15.3.2013)

1. Uvažujme funkce f(x) = sin(x), g(x) = cos(x) a h(x) = 1 jako prvky prostoru reálných
funkćı na intervalu [0, 2π]. Skalárńı součin funkćı a a b je hodnota

∫ 2π
0 a(x)b(x)dx.

(a) Dokažte, že funkce f , g a h jsou v tomto prostoru navzájem kolmé.

(b) Určete normy ‖f‖, ‖g‖ a ‖h‖.
Řešeńı:

‖f‖ =
√
〈f, f〉 =

√∫ 2π
0 sin2(x)dx =

√
π,

‖g‖ =
√∫ 2π

0 cos2(x)dx =
√
π,

‖h‖ =
√∫ 2π

0 1dx =
√

2π.

(c) Udělejte projekci funkce t(x) = x do podprostoru generovaného funkcemi f , g a h.
Řešeńı: Ortonormálńı báze daného podprostoru je:
f(x)/‖f‖ = sin(x)/

√
π, g(x)/‖g‖ = cos(x)/

√
π a h(x)/‖h‖ = 1/

√
2π.

Souřadice projekce jsou〈
t(x),

sin(x)√
π

〉
=

1√
π

[sin(x)− x cos(x)]2π0 = −2
√
π〈

t(x),
cos(x)√

π

〉
=

1√
π

[cos(x) + x sin(x)]2π0 = 0〈
t(x),

1√
2π

〉
=

1√
2π

[
x2

2

]2π
0

=
√

2π3

A tedy projekce je −2 sin(x) + π.

2. Vypočtěte determinanty následuj́ıćıch matic:
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(a) A =

18 11 11
11 11 11
11 11 24


(b) B =

4 1 2
0 −1 1
1 2 1


(c) C =

 3 2 −1
−1 1 2
2 −1 3


(d) D =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


5. cvičeńı (22.3.2013)

1. Najděte cykly, rozklad na transpozice, počet inverźı, znaménko a inverzńı permutaci pro
každou z permutaćı p a q. Dále určete složeńı p ◦ q těchto permutaćı a jeho znaménko.
(Složeńı definujeme jako (p ◦ q)(i) = q(p(i)).)

p = (6, 4, 1, 5, 3, 2), q = (6, 4, 3, 2, 5, 1)

2. Najděte permutaci na deseti prvćıch takovou, že pn (tj. složeńı n permutaćı p) neńı identita
pro žádné n z 1, 2, . . . , 29.

3. Pro p = (8, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 7) určete p387.

4. Pro n ∈ N určete znaménko permutace (n, n− 1, n− 2, . . . , 3, 2, 1).

6. cvičeńı (29.3.2013)

1. Rozviňte determinant reálné matice:

X =


0 b 1 0
a 0 1 1
1 1 0 d
0 1 c 0


Výsledek: abcd− ad− bc+ 1.

2. Určete determinant následuj́ıćı matice:

Tn+1 =


x −1 0 . . . 0

0 x −1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 x −1
a0 a1 . . . an−1 an


Výsledek: anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0.

3. Spočtěte obsah rovnoběžńıka určeného vektory a = (2, 1)T a b = (1, 3)T . Výsledek určený
pomoćı determinantu si ověřte i bez použit́ı determinantu (např. pomoćı Heronova vzorce,
nebo s využitim toho, že jedna úhlopř́ıčka rovnoběžńıka má stejnou délku jako jedna
hrana).
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4. Pomoćı determinantu určete počet koster následuj́ıćıho grafu:

 
Výsledek: 20

5. Pomoćı determinantu určete počet koster úplného bipartitńıho grafu s partitami o velikos-
tech m a n.

Výsledek: mn−1nm−1

7. cvičeńı (5.4.2013)

1. Nad tělesem R nalezněte vlastńı č́ısla následuj́ıćıch matic a k nim př́ıslušné vlastńı vektory
a pokuste se je geometricky vysvětlit.

(a)

(
2 1
0 2

)
,

(b) 1
2

(
1 1
1 1

)
.

2. Dokažte:

(a) Je-li λ vlastńım č́ıslem matice A a má-li matice A pouze reálné koeficienty, pak je i
λ (č́ıslo komplexně sdružené s λ) vlastńım č́ıslem matice A.

8. cvičeńı (12.4.2013)

1. Dokažte:

(a) Nula neńı vlastńım č́ıslem matice A právě tehdy, když je A regulárńı.

(b) Je-li λ vlastńım č́ıslem matice A a x vlastńım vektorem př́ıslušným λ, pak 1/λ je
vlastńım č́ıslem matice A−1 a x vlastńım vektorem př́ıslušným 1/λ. Dále dokažte,
že je-li {λ1, . . . , λn} množina všech vlastńıch č́ısel A, pak {λ−11 , . . . , λ−1n } je právě
množina všech vlastńıch č́ısel A−1.

(c) Je-li p polynom, λ vlastńı č́ıslem matice A a x vlastńı vektor př́ıslušný λ, pak p(λ) je
vlastńım č́ıslem matice p(A) a x vlastńım vektorem př́ıslušným p(λ). Dokonce plat́ı
(dá se dokázat pomoćı Jordanova tvaru), že je-li {λ1, . . . , λn} množina všech vlastńıch
č́ısel A, pak {p(λ1), . . . , p(λn)} je právě množina všech vlastńıch č́ısel p(A). Odsud
pak plyne, že matice pA(A), kde pA je charakteristický polynom matice A, má všechna
vlastńı č́ısla nulová.

2. Najděte př́ıklad matice, která má pouze nulová vlastńı č́ısla, ale neńı to nulová matice.

Výsledek: např. ( 0 1
0 0 )
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3. Nad tělesem C nalezněte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory matice 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 .

Výsledek: Jediné (trojnásobné) vlastńı č́ıslo 1 a vlastńımi vektory jsou všechny vektory
tvaru t · (1, 1,−1), kde t ∈ C.

4. Tři z vlastńıch č́ısel matice A jsou 3, −4 a 5. Dopoč́ıtejte zbylé vlastńı č́ıslo.

A =


10 0 7 −7
4 5 2 −2
16 4 15 −8
30 4 26 −19


9. cvičeńı (19.4.2013)

1. Necht’

A =

(
−11 30
−10 24

)
(a) Spočtěte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A. Zd̊uvodněte, proč je tato matice

diagonalizovatelná.

(b) Diagonalizujte matici A. Tedy najděte diagonálńı matici D a regulárńı matici S tak,
aby platilo AS = SD, neboli A = SDS−1. (D má na diagonále vlastńı č́ısla a sloupce
S jsou př́ıslušné lineárně nezávislé vlastńı vektory)

(c) Spočtěte druhou mocninu a jednu z druhých odmocnin matice A. (Odmocnina A je
matice B splňuj́ıćı B ·B = A.)

2. Rozhodněte, zda jsou matice A a B podobné.

A =

−1 3 2
−1 1 1
−2 3 3

 B =

 4 3 1
−3 −2 −1
0 0 1


Postup: Nejprve ověř́ıme, že A a B maj́ı stejný charakteristický polynom. Toto ještě
nemuśı znamenat, že si jsou matice podobné! Urč́ıme, že všechna vlastńı č́ısla jsou rovna 1.
Poté urč́ıme, že geometrická násobnost vlastńıho č́ısla 1 je u obou matic r̊uzná, a proto si
podobné nejsou.

10. cvičeńı (26.4.2013)

1. Dokažte, že ( 0 1
0 0 ) nemá druhou odmocninu.

2. Necht’ Ak je matice s k−1 jedničkami těsně nad diagonálou. Tj. na pozici (i, j) je jednička
tehdy, když j = i+ 1, a jinak nula. Určete mocniny Ak: A

2
k, A

3
k . . . a obecně Ank .

Jedno možné řešeńı: Uvažujte Ak jako matici sousednosti orientovaného grafu. T́ım
grafem je orientovaná cesta na k vrcholech. Na pozici (i, j) v Ank pak je počet cest z i do
j délky přesně n. A to se pro tento graf určuje snadno.
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3. Markovovy řetězce: Na začátku pozorováńı je ve městě, na venkově i na předměst́ı
milion lid́ı. Migrace obyvatel město → předměst́ı → venkov prob́ıhá následovně. Každých
deset let:

z města: 70% z̊ustane, 10% na venkov, 20% na předměst́ı,
z venkova: 20% do města, 60% z̊ustane, 20% na předměst́ı,

z předměst́ı: 10% do města, 10% na venkov, 80% z̊ustane.

Nejprve předpokládejte, že se po nějaké době stav ustáĺı. Jak bude vypadat toto limitńı
rozložeńı?

Řešeńı: Sestav́ıme matici přechodu (řádek = kam, sloupec = odkud)

A =
1

10

7 2 1
1 6 1
2 2 8


a vektor počátečńıch stav̊u: x0 = 1000000 · (1, 1, 1)T . Potom Anx0 je vektor stav̊u po
n desetilet́ıch. My hledáme vektor x∞ splňuj́ıćı “stabilitu”: Ax∞ = x∞. Jedná se tedy
o vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu 1. A to ten z nich, který má součet složek
3000000.
Výsledek: x∞ = (900000, 600000, 1500000)T .

4. Dokažte, že matice přechodu Markovova procesu (tj. matice s nezápornými koeficienty,
kde součet hodnot v každém sloupci je 1) má vlastńı č́ıslo 1.

11. cvičeńı (3.5.2013)

1. Uvažujme matici A a vektor x z př́ıkladu ?? z minula. Ukážeme, k jakému rozložeńı bude
konvergovat vektor počtu lid́ı ve městě, na venkově a na předměst́ı.

(a) Diagonalizujte matici A.
Výsledek:

A = SDS−1 =

−1 −1 3/5
1 0 2/5
0 1 1

1/2 0 0
0 3/5 0
0 0 1

−1/5 4/5 −1/5
−1/2 −1/2 1/2
1/2 1/2 1/2


(b) Spočtěte D∞ = limn→∞D

n.
Výsledek:

D∞ =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


(c) Spočtěte A∞ = limn→∞A

n = SD∞S−1.
Výsledek:

A∞ =

3/10 3/10 3/10
1/5 1/5 1/5
1/2 1/2 1/2


(d) Spočtěte x∞ = A∞x.

Výsledek: x∞ = (900000, 600000, 1500000)T , stejně, jako minule.
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12. cvičeńı (10.5.2013)

1. Rozhodněte, zda je následuj́ıćı matice pozitivně definitńı a pokud ne, zda je alespoň pozi-
tivně semidefinitńı.

(a) In (jednotková matice)

(b) On (matice se samými nulami)

2. Nalezněte Choleského rozklad následuj́ıćı matice, nebo zjistěte, že neńı pozitivně definitńı.

A =

2 1 0
1 2 0
0 0 4


Řešeńı: A = LLT , kde

L =


√

2 0 0√
2
2

√
6
2 0

0 0 2

.

3. Spočtěte Choleského rozklad maticeA a použijte ho k řešeńı soustavyAx = (10, 21,−32, 26, 23)T .

A =


1 2 −3 2 1
2 5 −6 3 2
−3 −6 10 −5 −3
2 3 −5 15 11
1 2 −3 11 14


Řešeńı: b = Ax = LLTx, kde

L =


1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
−3 0 1 0 0
2 −1 1 3 0
1 0 0 3 2


Soustava Ly = b má řešeńı y = (10, 1,−2, 3, 2)T , výsledek je tedy řešeńım soustavy LTx =
y, což je x = (1, 1,−2, 0, 1)T . .

13. cvičeńı (17.5.2013)

1. Necht’

A =

 1 −2 0
2 0 −1
−2 2 0


je matice bilineárńı formy na K3. Určete analytické vyjádřeńı této formy i př́ıslušné kvad-
ratické formy. Pokud to lze, najděte symetrickou matici, která vyjádřuje tutéž kvadratickou
formu. (Vše v̊uči stejné bázi.)

(a) Řešte pro K = R.

(b) Řešte pro K = Z2 (č́ıslo 2 v Z2 odpov́ıdá 0).

(c) Řešte pro K = Z3.
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2. Rozhodněte, zdali plat́ı, že g(u) > 0 pro všechna netriviálńı u = (x1, x2, x3) ∈ R3.

g(u) = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 5x23.

Vyjádřete g(u) v následuj́ıćım tvaru, kde aij ∈ R

g(u) = (a11x1 + a12x2 + a13x3)
2 + (a21x1 + a22x2 + a23x3)

2 + (a31x1 + a32x2 + a33x3)
2.

Řešeńı (doplěńı toho, co se nestihlo na cvičeńı): Kladnost g(u) plyne z pozitivńı
definitnosti matice zadané kvadratické formy. Hledáme bázi B prostoru R3 takovou, aby
matice kvadratické formy g vzhledem k B byla jednotková matice I3. Provedeme Cho-
leského rozklad matice A, č́ımž dostaneme A = LLT = (LT )T I3L

T . Protože A je matice
kvadratické formy g vzhledem ke kanonické bázi, je LT matićı přechodu od kanonické báze
k bázi B. Provedeńım Choleského rozkladu dostaneme

L =

1 0 0
1 1 0

1 −1
√

3

 .

Necht’ y1, y2, y3 jsou vektory báze B. Ty spoč́ıtáme jako yi = LT · (x1, x2, x3)T . Vid́ıme
tedy, že yi je (x1, x2, x3) krát i-tý sloupec matice L. Dı́ky tomu, že matićı g vzhledem k
bázi B je I3, tak plat́ı g(u) = y21 + y22 + y23, a tedy máme

g(u) = (x1 + x2 + x3)
2 + (x2 − x3)2 + (

√
3x3)

2.
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