Zavérecné domaci ikoly z Kombinatoriky a grafu - stav z 22. kvétna 2012

Vsechna sva tvrzeni radné zdivodnéte, a to i v pripadé, ze to u tlohy neni vy-
slovné uvedeno. Mizete bez dikazu pouzivat tvrzeni z prednasky a cviceni, vzdy
ale napiste znéni tvrzeni, které pouzivate.

1. Rozhodnéte, zda pro kazdou dvojici prirozenych ¢isel k,n > 1 plati
(kn)! > (k)"

a zda plati
(K™ > n*.

2]

2. U kazdé ¢asti této ulohy muzete pouzit vysledku ptredchozich casti této tlohy, a to i v
pripadé, ze je nemate dokazané.
Dokazte, ze:

(a) Pro kazdou dvojici kladnych prirozenych ¢isel m, ¢t a kazdé prvocislo p plati, ze pokud

17, k je délitelné pt, pak je [[;", k délitelné p?. 2]
(b) Pro kazdé ptirozené ¢islo m je soucin vSech prvocisel mezi m + 1 a 2m nejvyse
(2m)! ()2 2

(c)
[ 2 "
. ot+1
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2]
(d) Soucin vech prvocisel mezi 1 a m je nejvyse 24, 2]
3. Rozhodnéte, zda pro kazdou dvojici ptrirozenych ¢isel k,n > 1 spliujici n > 3k plati
(0) () () =)
2]
4. Kolik ¢isel z {1,2,...,1000} neni délitelnych zadnym z ¢isel 6,22, 36, 1017 2]

5. Pro kazdé n > 1 spocitejte pocet perfektnich parovani v tdplném grafu K, a v uplném
bipartitnim grafu K, ,. 2]

6. Najdéte explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti zadané rekurenci

(a)

ay =3 ap,=2a,-1+3pron>1

(b)

a=1 a1=3 a,=3aq,_1— 20, o pron > 2
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a=0 a=1 a,=2a,1—4a, 5 pron>2
2]
Najdéte explicitni vzorec pro pocet posloupnosti délky n tvotenych pismeny a, b, c,d, ve
kterych se a a b nevyskytuji tésné vedle sebe. [4]
Najdéte vytvorujici funkce néasledujicich posloupnosti:
1,-2,3,-4,5,-6,7,-8 ... (tj. an = (=1)"(n + 1))
2,2, 4,4,8,8,16, 16, 32, 32 ... (tj. a, = 2"/2+1) 2]

Pro kazdou z nasledujicich funkei napiste vzorec pro n-ty c¢len posloupnosti, jejiz je vy-
tvorujici funkei.

2? —br — 14 T
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2]
Dokazte, ze Fibonacciho ¢isla spliuji nasledujici rovnost:
Vn>2:F, 1 Fyq=F+(-1)"
3]

Ve fronté na listky po 100 K¢ stoji 2n lidi, z nichz n ma 100 K¢ bankovku a n 200
K¢ bankovku. Kasa je na zacatku prazdnd. Kolik je moznosti sefazeni lidi takovych, ze
pokladni bude mit pro kazdého divaka s 200 K¢ bankovkou nazpét? Napt., kdyz n = 2,

Alena a Bernard maji po 100 K¢ a Cyril a David po 200 K¢, je takovych moznosti 8:
ABCD, ABDC, ACBD, ADBC, BACD, BADC, BCAD a BDAC.

Urcete také pravdépodobnost, ze pokladni bude mit pro kazdého nazpét. 2]
Pro kazdou dvojici piirozenych ¢isel n, k splitujici n > k£ > 0 definujme ¢, ; jako

Cno =1 pro kazdé n > 0
Chn = Cnpn—1 Dro kazdé n > 1.

Cnk = Cpnk—1+Cn_1x pro kazdé n >k > 1.

Dokazte, ze pro kazdé n je ¢, , rovno Catalanovu ¢islu C,,. (Muze pomoci interpretovat

Cni jako pocet jistych cest v mrizce, nebo dokdzat, ze ¢, = (":k) — (::[’1“)) 2]

Urcete pocet permutaci 7 mnoziny {1,2,...,n} takovych, ze pro zddnou trojici pozic
i, 7, k splnujici 0 < i < j < k < n neplati 7(i) < w(k) < m(j). Napf. permutace 2,4,5, 3,1
se nepocita kvuli trojici i =1, j = 3 a k = 4, protoze 2 < 3 < 5. [4]

Pro mnozinovy systém (P, L), kde P # 0, L # ) a kazdd L € L je podmnozinou P,
definujme podminky:
e (P1) kazda dvojice ruznych piimek L;, Ly € £ ma spoleény pravé jeden bod z P,

e (P2) pro kazdou dvojici ruznych bodu z p;,ps € P existuje pravé jedna L € L
obsahujici py i po,
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e (P0) existuje Ctvefice pi,pa,p3,ps € P takova, ze zadné tii z bodu této ctvetice
nelezi na spolecné piimce,

e (P0) existuje kladné ¢islo r takové, ze kazdd piimka obsahuje pravé r bodu a kazdym
bodem prochézi pravé r primek.

Najdéte vsechny systémy (P, £) spliwjici (P1), (P2) a (P0’), ale ne (P0). Déle rozhodnéte,
zda muze néjaky systém (P, L) spliovat (P1), (P2) a (P0), ale ne (P0’). [2]

Matice obsahujici hodnoty pouze 0 a 1 se nazyva (0, 1)-matice. Ctvercem v (0, 1)-matici
A = (ai;)};—; budeme nazyvat dvojici fadki r,s a dvojici sloupci ¢, d takovych, ze
Qre = Qrqg = Q5. = Gsq = 1. Dokazte, Ze pro nekonecné mnoho hodnot n plati, Ze pocet
n x n (0,1)-matic, které neobsahuji zadny ctverec, je alespoin 2"V™. 2]

Pro n > 3 vezméme n navzajem ruznych mnozin Aq, As, ..., A,, kazdou o velikosti n — 3,
jejichz sjednocenim je mnozina X velikosti n. Dokazte, ze A;, Ay, ..., A, ma systém
ruznych reprezentantu. 2]

Pro kazdé n > 3 urcete vrcholovou souvislost grafu vzniklého odstranénim hran libovolné
hamiltonovské kruznice z tiplného grafu. 2]

Méjme 3-regularni graf G. Dokazte, ze G je hranové 2-souvisly pravé tehdy, kdyz je
vrcholové 2-souvisly. 2]

Necht G je graf (tvaru miizky 5x 5) s vrcholy V' = {[x,y] : 1 < z,y < 5} a orientovanymi
hranami ([z,y], [x,y + 1]) a ([, y], [x + 1,y]) s kapacitami

1
min{10 —z —y,z+y— 1}

e, y], [ ) =

Urcete velikost maximalniho toku ze zdroje [1, 1] do stoku [5, 5]. 2]

Pocitdanim (napfiklad po¢tu zpusobu, jak néco udélat) dvéma zpusoby dokazte
Vnm'n>m'i m [k —gnm (1
T — \k)\m B m)’
2]

Pisemka se skladala ze Sesti tiloh a psalo ji 20 studentu. Kazdou tlohu vyftesilo alespon 12
studentu. Dokazte, Ze existuje dvojice studentu takovych, ze kazdou ulohu vyftesil alespon
jeden z nich. 3]

Systém N podmnozin n-prvkové mnoziny X nazveme polonezdvisly, pokud neexistuje
trojice A, B,C € N takovd, ze A C B C C. Dokazte, ze |N| < Q(WT/LQJ). 2]

e

Méjme nakresleny rovinny graf, kde kazda sténa (véetné vnéjsi) je trojihelnik (tj. obsahuje
prave tii vrcholy grafu) a kazdy vrchol mé libovolné prifazeno jedno z ¢isel 1, 2, 3. Dokazte,
ze pocet stén obsahujicich vrcholy se vSemi tfemi Cisly je sudy. 2]

Vrcholy uplného grafu K, jsou ocislovany ¢isly 1,...,n. Rozhodnéte, zda

(a) existuje n takové, ze pfi libovolném obarveni hran grafu K, dvéma barvami vzdy
najdeme jednobarevny tplny podgraf na tfech vrcholech, jehoz vSechny vrcholy maji
lichd &fsla. 2]



(b) existuje n takové, ze pii libovolném obarveni hran grafu K, dvéma barvami vzdy
najdeme jednobarevny uplny podgraf na tfech vrcholech, z nichz alespon jeden vrchol
m4 liché a alespon jeden vrchol mé sudé éislo. 2]

25. Dokazte, ze pro kazdé n > 2 a kazdé obarveni hran grafu K, dvéma barvami najdeme

jednobarevnou kostru. 2]

26. MFizové body v roviné (tj. body, jejichz obé souradnice jsou celd ¢isla) jsou obarveny 2012
barvami. Ukazte, ze 1ze vybrat 2012 vodorovnych a 2012 svislych miizovych piimek tak,
ze vSechny jejich pruseciky maji stejnou barvu. [4]



