
Výsledky př́ıklad̊u ze cvičeńı KGI 9.3.2011

Budeme použ́ıvat:

• š(n) pro počet permutaćı n-prvkové množiny bez pevného bodu

• s(n, k) pro počet surjektivńıch zobrazeńı z n-prvkové množiny na k-prvkovou

Spočtěte:

1. Počet zp̊usob̊u rozděleńı n lid́ı do k neprázdných skupin.
Výsledek: s(n, k)

2. Počet r̊uzných zp̊usob̊u rozděleńı n manželských pár̊u do n tanečńıch pár̊u tak, aby žádńı
manželé nebyli spolu v tanečńım páru.
Výsledek: š(n)

3. Počet zp̊usob̊u rozesazeńı n manželských pár̊u na 2n mı́st v řadě tak, aby žádńı manželé
neseděli vedle sebe.
Idea řešeńı: PIE na množiny rozesazeńı, kdy p-tý pár sed́ı vedle sebe
Výsledek:
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4. Počet zp̊usob̊u přiděleńı klobouk̊u takových, že přesně k z n navštěvńık̊u dostane sv̊uj
klobouk.
Výsledek:
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5. Pravděpodobnost, že nějaká dvojice lid́ı ze 30-členné skupiny slav́ı narozeniny stejný den.
Výsledek přes počet prostých funkćı:
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≈ 0, 7063.

Lze řešit i pomoćı PIE na množiny Ai,j přǐrazeńı narozenin k lidem, kde lidé i a
j dostanou stejný den. Tento postup v tomto př́ıpadě ale rozhodně nedoporučuji. Zde
budeme poč́ıtat jen po pr̊uniky trojic množin.

|Ai,j | = 36529

|Ai,j ∩ Ai,k| = |Ai,j ∩ Ak,l| = 36528

|Ai,j ∩ Ai,k ∩ Aj,k| = |Ai,j ∩ Ai,k ∩ Ak,l| = |Ai,j ∩ Ai,k ∩ Ai,l| =

= |Ai,j ∩ Ai,k ∩ Al,m| = |Ai,j ∩ Ak,l ∩ Am,n| = 36527
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Je ťreba poč́ıtat s t́ım, že např. přǐrazeńı, kdy má trojice lid́ı i, j, k stejný den narozenin,
se započ́ıtá do ťŕı pr̊unik̊u dvojice množin a do jednoho pr̊uniku trojice množin. Výsledek
zač́ıná (bez záruky):
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Už jen t́ımto jsme ale zjistili, že výsledek bude mezi 0, 4832 a 0, 8068.

6. Počet graf̊u s izolovaným vrcholem.
Idea řešeńı: PIE na množiny graf̊u, kdy j-tý vrchol je izolovaný
Výsledek:
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7. Permutace slova MISSISSIPPI, kde nejsou žádná dvě S vedle sebe.
Výsledek přes PIE (Př́ıpady, kdy dvě dvojice S jsou vedle sebe se děĺı na př́ıpady, kdy
jdou ťri S za sebou a kdy máme dvě disjunktńı dvojice S):
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Alternativńı řešeńı: Nejprve spoč́ıtáme permutace, kde nejsou dvě S vedle sebe a na
konci slova neńı S: Každému S přǐrad́ıme jedno z ostatńıch ṕısmen, které bude následovat
po tomto S (7 ·6 ·5 ·4 možnost́ı). Máme 4 nedělitelné dvojice ṕısmen a 3 zbývaj́ıćı ṕısmena
a vše navzájem zpermutujeme (7! možnost́ı). Při poč́ıtáńı slov, kde nějaké S je na konci a
žádná dvě S nejdou po sobě nejdř́ıve vybereme S, které bude na konci a pak postupujeme
podobně, jako v předchoźım př́ıpadě. Vyjde:

7 · 6 · 5 · 4 · 7! + 4 · 7 · 6 · 5 · 7! = 8467200.

8. Počet přirozených č́ısel n, 1 ≤ n ≤ 100, která nejsou dělitelná druhou mocninou žádného
přirozeného č́ısla věťśıho než 1.
Výsledek přes PIE:

100 − ⌊100/4⌋ − ⌊100/9⌋ − ⌊100/25⌋ − ⌊100/49⌋ + ⌊100/36⌋ + ⌊100/100⌋ = 61.

9. Počet permutaćı s právě jedńım cyklem.
Výsledek (zde se PIE nepoužije): (n − 1)!
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