Domaci ukoly z Kombinatoriky a grafu I
12. série
Termin odevzdani: neomezeny

Oprava chyby v zadani 6. dlohy 11. série: Za ”Dokazte, ze graf G” ma byt: ”s
alespon 2k vrcholy”

1.
2.

Spocitejte stiedni hodnotu poétu pevnych bodu ndhodné permutace. (2 body]

Nahodny graf konstruujeme tak, ze kazdou hranu vezmeme nezavisle nahodné s pravde-
podobnosti 1/2. Dokazte, ze pro ndhodny graf na n > 4 vrcholech plati, ze s pravdépo-
dobnosti alespon 1/4

(a) obsahuje trojihelnik. [2 body]

(b) je souvisly. [4 body]
Kolika zpusoby lze rozesadit kolem kulatého stolu n manzelskych paru tak, aby zadni
manzelé nesedéli vedle sebe? [3 body]
Kolik sudych ¢isel z rozmezi {2,4,... 400} neni délitelnych zédnou druhou mocninou
ptirozeného cisla vétstho nez 17 [3 body]

Najdéte vzorec pro n-ty clen posloupnosti zadané rekurenci

ap=3,a1=4,as=4apron>3: a,=4a,_3+2 (2 body]
Horskym hiebenem délky n nazveme lomenou caru, kterd jde zleva doprava z bodu o
soufadnicich (0,0) do bodu (n,0), nikde nemé y-ovou soufadnici mensi nez 0, vzdy jde

pod thlem 45° nahoru nebo dolu a lame se jen v mistech s celo¢iselnou z-ovou soutradnici.
Urcete pocet horskych hiebenu délky n. [2 body]

Rozhodnéte, zda je graf incidence Fanovy roviny rovinny. Graf incidence je bipartitni
graf, kde partity jsou mnozina bodu a mnozina piimek. V grafu je mezi bodem a pifimkou
hrana prévé tehdy, kdyz bod lezi na piimce. (viz obrdzek v 9. sérii) [3 body]

Dokazte, ze pro systém bodu a piimek splaujici (P1) a (P2) (tj. kazdé dvé primky maji
spoleény pravé jeden bod a kazdé dva body urcuji pravé jednu pifmku) jsou nésledujici
podminky ekvivalentni:
e (P0) Existuje ¢tverice bodu C' takova, ze zadné 3 jeji body nelezi na spoleéné piimce.
e (P0’) Neexistuje dvojice piimek, jejichz sjednoceni by obsahovalo viechny body.

e (P0”) Existuji dvé piimky, z nichz kazda obsahuje alespon tii body.
[4 body]

Osvobozenym ¢tvercem nazveme libovolnou ¢tvercovou tabulku n x n, v jejimz kazdém
policku je zapséno ¢islo z mnoziny {1, 2, ...,n}. Ortogonalitu dvou osvobozenych ¢tverctu
definujeme stejné jako pro latinské c¢tverce. Dokazte, ze

(a) pokud existuje ¢t navzdjem ortogonalnich latinskych ¢tvercu n x n, pak existuje ¢ + 2
navzijem ortogondlnich osvobozenych ¢tvercu n x n. [2 body]
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(b) pokud existuje t+2 navzajem ortogondlnich osvobozenych ctvercu n xn, pak existuje
t navzajem ortogonalnich latinskych étvercu n x n. [3 body]

Pro m < n definujeme latinsky obdélnik m x n jako obélnikovou tabulku m x n, v
jejimz kazdém policku je zapsano ¢islo z mnoziny {1,2,...,n} a plati, ze v zddném Fadku
ani sloupci se zadné ¢islo neopakuje. Spocitejte pocet vSech moznych latinskych 2 x n
obdélniku. [3 body]

Rozhodnéte, zda existuje n takové, ze pri libovolném obarveni hran grafu K, dvéma
barvami vzdy najdeme jednobarevny uplny podgraf na tfech vrcholech,

(a) jehoz vsechny vrcholy maji licha ¢isla? (vrcholy K, jsou ocislovény 1,...,n) [2 body]

(b) v némz alespon jeden vrchol mé4 liché a alespon jeden vrchol ma sudé ¢éislo? [3 body]

Rozhodnéte, zda pro kazdé n > 2 a kazdé obarveni hran grafu K,, dvéma barvami najdeme
jednobarevnou kostru. [3 body]

Najdéte obarveni mnoziny vsech bodu roviny dvéma barvami takové, ze nenajdeme rovnos-
tranny trojuhelnik o strané délky 1, ktery by mél vSechny vrcholy stejné barvy. [4 body]

Dokazte, ze kazdy souvisly graf je 3-hamiltonovsky. Graf G na n vrcholech je k-hamil-

tonovsky, pokud existuje oc¢islovani vy, vy, vs, ..., v, vSech jeho vrcholu takové, ze Vi €
{1,...,n} : distg(vi,viy1) < k, kde v,41 = v;. (Tedy hamiltonovské grafy jsou prave
I-hamiltonovské grafy.) [5 bodu]

Najdéte souvisly graf, ktery neni 2-hamiltonovsky (definice viz predchozi tiloha). [3 body]



