Domaci tkoly z diskrétni matematiky

Vsechna sva tvrzeni radné zdivodnéte, a to i v pripadé, ze to u tlohy neni vy-
slovné uvedeno. Mizete bez dikazu pouzivat tvrzeni z prednasky a cviceni, vzdy
ale napiste znéni tvrzeni, které pouzivate.

Cést I - Kombinatorika
1. Dokazte, ze pro kazdé n > 0 plati 6[4n> + 2n (tj. 4n® + 2n je délitelné 6). 2]

2. Pro vSechna celd ¢islan > r > 1 dokazte (napt. matematickou indukei podle n pii pevném
r; pak je v 1. indukénim kroku nutné uvazovat vSechny pripady s n =r):

() ()-(2)

[3]
3. Pro vSechna celd ¢isla n > 1 dokazte (napf. matematickou indukei):
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4. Pro kazdé k > 3 dokazte, ze soucet vnitinich ihlu v kazdém konvexnim (tj. vSechny thly
mensi nez 180°) k-thelniku je (k —2) - 180°. 2]

5. Najdeéte priklad dvojice relaci (Ry, Ry) takové, ze Ry i Rs jsou tranzitivni, ale Ry U Ry,
Ry \ Ry ani RjAR, tranzitivni nejsou. 3]
R{ AR, znaci symetricky rozdil, coz je operace, ktera vybere prvky, které se vyskytuji v
pravé jedné z mnozin Ry a Ry. Formélné zapséno R1ARy = (Ry \ R2) U (R \ Ry) .

6. (a) Najdete priklad relace R C X x X na mnoziné X = {1,2,...7}, kterd je zaroven
ekvivalenci i cdstecnym usporaddnim (tj. je zaroven reflexivni, symetrickd, tranzitivni
i slabé antisymetrickd). 2]

(b) Najdéte vsechny takové relace na mnoziné X = {1,2,...7}. 2]
7. Necht R C N2 x N2 je relace (mezi dvojicemi piirozenych ¢isel) definovand nésledovné:
R’ ={((a,b),(c,d)) :a+b<c—d}.

Rozhodnéte, zda je R tranzitivni, reflexivni, symetricka, slabé antisymetricka. Sva tvrzeni
dokazte. Nulu za ptirozené ¢islo nepovazujeme. 2]

8. Kolik je na mnoziné {1,2,3,4,5,6}

(a) vsech relaci? 1]
(b) relaci zaroven reflexivnich a symetrickych? 2]
(c) ekvivalenci? 3]
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Kolika zpusoby 1ze postavit n navzajem nerozlisitelnych vézi na sachovnici £ x m tak,
aby se zadné dvé navzajem neohrozovaly? Muzete predpokladat k > m > n. 2]

Kolik lze maximalné postavit stielcu na Sachovnici n x n tak, aby se zadni dva navzdjem
neohrozovali? Dokazte také, ze jich vice postavit nelze. [4]

Na 8achovnici n x n chceme pfejit z levého dolniho policka (o souradnicich (1,1)) do
pravého horntho policka (o soutadnicich (n,n)). V kazdém kroku muzeme prejit vzdy
bud o jedno policko nahoru, nebo doprava. Kolika zpusoby to muzeme udélat, pokud:

(a) neni zadné dalsi omezeni. [2]
(b) na policku (7, j) je dira, a tedy na toto policko nemuzeme vstoupit. Muzete predpo-

kladat, ze plati (1 <i<n,1<j <n). 3]
(c) diry jsou na polickéch (i,7) a (k,l). Plati (1 <i <k <n, 1 <j<l<n). 3]

Urcete pocet ruznych usporadanych dvojic (A, B), kde A a B jsou mnoziny spliujici

(a) ACBC{l1,2,...,n} 3]
(b) AC{L,2,....,n}, BC{L,2,...,n}a|ANB|=1 3]

Kolika zpusoby lze rozdélit n navzajem nerozlisitelnych kulicek do m navzajem rozlisitel-
nych prihradek? (do kazdé prihradky se vejde libovolny pocet kulicek) (3]

V klobouku je na zacatku 10 listecku, kazdy s cislem 5. V kazdém kroku nahodné
vytahneme jeden listecek a do klobouku misto néj vhodime x listecku, kazdy s ¢islem
x — 1, kde z je ¢islo na vytazeném listecku. Po kolika krocich skoné¢ime? 3]

Kolem kulatého stolu sedi n matfyzaku, z nichz kazdy ma sklenicku. Kazdy si chce
prituknout s kazdym; nechtéji si pfi tom ale tukat kifzem. V kazdém kroku si nardz
prituknou nékteré dvojice, a to takové, ze zddné dvé se navzdjem nekifz (kazdy mat-
fyzak si v jednom kroku smi piituknout s nejvyse jednim z ostatnich).

Jaky je minimalni pocet kroku, za ktery si mohou vsichni navzdjem piituknout? Dokazte
také, ze to rychleji udélat nelze. 3]

Vl4dda chce pomoci dvéma bankdm. M4& na to pfipraveny penize predem rozdélené do
mnoha ”balicka”, pricemz nejmensi obsahuje ptesné 100 milionu a v zaddném neni vice
nez 200 miliont. M4 ale stanoveno pravidlo, ze kazdy den smi dat jen jeden balicek - tedy
kazdy den si vybere jeden ze zbyvajicich balicki a jednu ze dvou bank, které ten balicek
da. Dokazte, ze vlada muze balicky distribuovat tak, ze v zadném okamziku nebude rozdil
sum penéz, které banky do té doby obdrzely, vétsi nez 100 miliont. [5]

Cést II - Pravdépodobnost

Test na HIV da spravny vysledek z 95% (tj. clovéku s virem da pozitivni vysledek s
pravdépodobnosti 95% a ¢lovéku bez viru s 5%). V populaci ma virus 1 z 10000 lidi.
Urcete pravdépodobnost, ze ndhodny ¢lovék, kterému vysel test pozitivné, virus opravdu
ma. 2]

. Méjme Sestisténnou kostku s pravdépodobnostmi stén 1/4,1/4,1/8,1/8,1/8,1/8. Urcete

pravdépodobnost toho, ze pii alespon dvou ze tii hodu padne stejné sténa. 3]



. Rodina ma dveé déti, z nichz alespon jedno je kluk. Jaka je pravdépodobnost, ze obé déti
jsou kluci? Predpokladejte, ze pravdépodobnost narozeni holky a kluka je stejné. 2]

. Hodime Sestkrat spravedlivou hraci kostkou, tj. kazdé z cisel 1 az 6 vzdy padne s pravdé-
podobnosti 1/6. Jev A znaci, ze soucet vSech hodu je 34; B je jev, kdy pii prvnim hodu
padlo ¢islo 5 a C jev, kdy pfi prvnim a druhém hodu padlo stejné éislo.

(a) Spoctéte Pr(A), Pr(B) a Pr(C). 2]
(b) Spoctéte podminénou pravdépodobnost Pr(B|A) a rozhodnéte, zda jsou A a B ne-

zavislé. 2]
(c) Spoctéte Pr(C|B) a rozhodnéte zda jsou B a C' nezéavislé. 1]

. Uréete stfedni hodnotu poctu pevnych bodu ndhodné permutace na n prveich. (Pevny
bod permutace 7 je prvek i spliujici 7(i) = i.) 2]

. Jaka je sttedni hodnota poctu hodu Sestisténnou kostkou nez padne kazda sténa alespon
jednou? [4]

. 'V kasinu si muzete zahrat hru, pii které si vsadite 100 korun, hodite n Sestisténnymi
kostkami a vyhrajete 1000 korun, pokud padne soucet alespon 4n.

(a) Jaka je stfedni hodnota souc¢tu ok na kostkach? 1]
(b) Jaky je rozptyl souc¢tu ok na kostkach? 2]

(¢) Pomoci Cebysevovy nerovnosti najdéte horni odhad na pravdépodobnost, ze padl
soucet alespon 4n. Pro ktera n se hra urc¢ité nevyplati? 3]

Cést I1I - Teorie grafu

. Urcete vSechny dvojice (n, k) takové, ze existuje k-reguldrni graf na n vrcholech. 3]

. Najdéte vSsechny hodnoty n a m, pro které je dany graf izomorfni se svym doplikem.

(a) kruznice C,, 2]
(b) cesta P, 2]
(c) uplny bipartitni graf K, , 2]

. Pro kazdé k > 2 najdéte dva navzajem neizomorfni k-regularni grafy na stejném poctu
vrcholu. 3]
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Najdéte izomorfismus mezi grafy na obrazku. [4]

F A
G
D C
Kolik je v K, celkem ruznych
(a) hamiltonovskych kruznic. 3]
(b) hamiltonovskych cest. 2]

Dveé kruznice (resp. cesty) povazujeme za ruzné, lisi-li se mnozinou hran, které obsahuji.

. Najdéte vSechny indukované podgrafy grafu K, které jsou bipartitni. 2]

Dokazte, ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

e graf G nema kruznici a |[V(G)| = |E(G)| + 1

e graf G nem4 kruznici a je souvisly 3]
Na sachovnici m xm je 2m policek obarveno modfte. Na jedno z modrych policek umistime
véz. Vézi muzeme pohybovat vzdy jen z modrého policka opét na modré policko, pricemz
se musime pohybovat stiidavé vodorovné a svisle. Dokazte, ze je mozné véz umistit tak,

ze kdyz s ni budeme vhodné pohybovat, nikdy nepfestaneme mit moznost udélat dalsi

tah. 5]

Dokazte, ze kazdy hranové 2-souvisly graf na n vrcholech (kde n > 3) ma alespon n koster.
Graf je hranové 2-souvisly, pokud mé alespon 1 hranu, je souvisly a zustane souvisly i po
odebrani libovolné hrany. [4]

Urcete pocet koster grafu Ks,,. 3]
Necht T je strom na n vrcholech se stupni vech vrcholi nejvyse 3. Dokazte, Ze

(a) r(T) > logy(n/3), kde r(T) znaéi polomér grafu T, tj. nejvétsi r takové, ze ke
kazdému vrcholu u existuje vrchol v ve vzdalenosti dist(u,v) = r. 3]
(b) diam(T) > 2logy(n) — 4, kde diam(T) znaéi prumér grafu 7', tj. nejvétsi r takové,
ze existuje dvojice vrcholu u,v ve vzdalenosti dist(u,v) = r. 3]

Dokazte, ze pro kazdy souvisly graf G na n > 2 vrcholech plati diam(G) < 2r(G). (diam
a 1 jsou definované u minulého piikladu) 2]

4
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Dokazte, ze pro kazdé n > 2 existuje posloupnost n ¢isel, kterd je skorem

(a) alespon 2(3) /n™ raznych grafu. 2]
(b) alespon 2(%) /(*"~1) riznych grafii. 4]
(c) alespon 2(2) /(n!- (**~1)) navzdjem neizomorfnich grafi. Muzete bez ditkazu pouzit

vysledek ¢asti 13b), a to i v piipadé, ze ji nemate vytesenou. 2]

Najdéte priklad dvou navzajem neizomorfnich grafu, které oba maji zadané skére. To, ze
jsou navzajem neizomorfni také dokazte (nékdy se muze hodit pozorovani, ze dva grafy
jsou izomorfni praveé tehdy, kdyz jejich dopliky jsou izomorfni).

(a) (4,3.2,1,1,1,1.1) 2]
(b) (3,33:3.3,3) 3
Najdéte posloupnost kladnych pfirozenych ¢isel, ktera neni skére zadného grafu, ackoli je
soucet jejich ¢lenu sudy a jeji nejvétsi clen je ostfe mensi nez pocet jejich ¢lent. 3]

Dokazte, ze kazdy souvisly graf na n > 3 vrcholech obsahuje dva vrcholy u a v takové, ze
vSechny tii grafy G \ {u}, G\ {v} a G\ {u, v} jsou souvislé. 2]

Muze byt doplnék nesouvislého grafu také nesouvisly? Své tvrzeni dokazte. [4]

Nakreslete nésledujici grafy do roviny tak, aby hrany byly nakresleny rovnymi tiseckami
a aby se zadné dvé hrany nekiizily.

() K, 1
(b) K5\ {e}, kde e je libovolna hrana Ky 2]
(c) Kas 2]
(d) Ks3\ {e}, kde e je libovolna hrana K33 [2]

Dokazte, ze je-li graf G eulerovsky, pak je i jeho line-graf L(G) eulerovsky. Line-graf grafu
G je graf L(G), jehoz vrcholy odpovidaji hrandm grafu G a hrany L(G) vedou pravé mezi
dvojicemi vrcholu L(G) odpovidajicimi dvojicim hran G, které maji spoleény vrchol. [4]

Pro graf G = (V, E) je orientaci G kazdy orientovany graf G’ = (V, E’), ktery vznikne z
G nahrazenim kazdé hrany {u,v} € F bud sipkou (u,v), nebo sipkou (v, u). Orientovany
graf G’ je vyvézeny, jestlize pro kazdy jeho vrchol v plati degt(v) = deg™(v) (tj. pocet
sipek, které z néj vychazi je stejny jako pocet sipek, které v ném konci). Dokazte, ze graf
G mé vyvazenou orientaci, pravé tehdy, kdyz maji vsechny jeho vrcholy sudé stupné. [3]

Rozhodnéte, zda pro kazdy graf G plati x(G) + x(G) < n +1, kde n je pocet vrchol
grafu G a G je jeho doplnék. 5]

Urcete barevnost grafu K, \ {e}, kde e je libovolna hrana K. 2]

Pro kazdé k£ > 1 najdéte graf, ktery ma maximalni stupen k£ a pfitom ho nelze obarvit k
barvami. 1]

Pro kazdé ¢ > 2 najdéte dvojici grafu Gy, Gy takovou, ze oba maji stejné skore a pritom
G 1ze obarvit ¢ barvami, ale Gy potiebuje barev vice. [4]



