
Domáćı úkoly z diskrétńı matematiky - finálńı stav

Všechna svá tvrzeńı řádně zd̊uvodněte, a to i v př́ıpadě, že to u úlohy neńı vý-
slovně uvedeno. Můžete bez d̊ukazu použ́ıvat tvrzeńı z přednášky a cvičeńı, vždy
ale napǐste zněńı tvrzeńı, které použ́ıvate.

Část I - Kombinatorika

1. Dokažte, že pro každé n ≥ 0 plat́ı 6|4n3 + 2n (tj. 4n3 + 2n je dělitelné 6). [2]

2. Pro všechna celá č́ısla n ≥ r ≥ 1 dokažte (např. matematickou indukćı podle n při pevném
r; pak ale nestač́ı v 1. indukčńım kroku uvažovat jen př́ıpad n = r = 1):
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3. Pro všechna celá č́ısla n ≥ 1 dokažte (např. matematickou indukćı):
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4. Pro každé k ≥ 3 dokažte, že součet vnitřńıch úhl̊u v konvexńım (tj. všechny úhly menš́ı
než 180o) k-úhelńıku je (k − 2) · 180o. [2]

5. Najděte př́ıklad dvojice relaćı (R1, R2) takové, že R1 i R2 jsou tranzitivńı, ale R1 ∪ R2,
R1 \ R2 ani R1∆R2 tranzitivńı nejsou. [3]

R1∆R2 znač́ı symetrický rozd́ıl, což je operace, která vybere prvky, které se vyskytuj́ı v
právě jedné z množin R1 a R2. Formálně zapsáno R1∆R2 = (R1 \ R2) ∪ (R2 \ R1) .

6. (a) Najděte př́ıklad relace R ⊆ X × X na množině X = {1, 2, . . . 7}, která je zároveň
ekvivalenćı i částečným uspořádáńım. [1]

(b) Najděte všechny takové relace na množině X = {1, 2, . . . 7}. [2]

7. Necht’ R ⊆ N
2 × N

2 je relace (mezi dvojicemi přirozených č́ısel) definovaná následovně:

R = {((a, b), (c, d)) : a + b ≤ c − d}.

Rozhodněte, zda je R tranzitivńı, reflexivńı, symetrická, (slabě) antisymetrická. Svá
tvrzeńı dokažte. Nulu za přirozené č́ıslo nepovažujeme. [2]

8. Kolik je na množině {1, 2, 3, 4, 5, 6}

(a) všech relaćı? [1]

(b) relaćı zároveň reflexivńıch a symetrických? [2]

(c) ekvivalenćı? [3]
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9. Kolika zp̊usoby lze postavit n věž́ı na šachovnici k × m tak, aby se žádné dvě navzájem
neohrožovaly? Můžete předpokládat k ≥ m ≥ n. [2]

10. Kolik lze maximálně postavit střelc̊u na šachovnici n× n tak, aby se žádńı dva navzájem
neohrožovali? Dokažte, že jich v́ıce postavit nelze. [4]

11. Na šachovnici n × n chceme přej́ıt z levého dolńıho poĺıčka (o souřadnićıch (1, 1)) do
pravého horńıho poĺıčka (o souřadnićıch (n, n)). V každém kroku můžeme přej́ıt vždy
bud’ o jedno poĺıčko nahoru, nebo doprava. Kolika zp̊usoby to můžeme udělat, pokud:

(a) neńı žádné daľśı omezeńı. [2]

(b) na poĺıčku (i, j) je d́ıra, a tedy na toto poĺıčko nemůžeme vstoupit. Můžete předpo-
kládat, že plat́ı (1 < i < n, 1 < j < n). [3]

(c) d́ıry jsou na poĺıčkách (i, j) a (k, l). Plat́ı (1 < i < k < n, 1 < j < l < n). [3]

12. Určete počet r̊uzných uspořádaných dvojic (A,B), kde A a B jsou množiny splňuj́ıćı
A ⊆ {1, 2, . . . , n}, B ⊆ {1, 2, . . . , n} a |A ∩ B| = 1 [3]

13. Kolika zp̊usoby lze rozdělit n navzájem nerozlǐsitelných kuliček do m navzájem rozlǐsitel-
ných přihrádek? (do každé přihrádky se vejde libovolný počet kuliček) [3]

14. V klobouku je na začátku 10 ĺıstečk̊u, každý s č́ıslem 10. V každém kroku náhodně
vytáhneme jeden ĺısteček a do klobouku mı́sto něj vhod́ıme x ĺıstečk̊u, každý s č́ıslem
x − 1, kde x je č́ıslo na vytaženém ĺıstečku. Po kolika kroćıch skonč́ıme? [3]

15. Kolem kulatého stolu sed́ı n matfyzák̊u, z nichž každý má skleničku. Každý si chce
přit’uknout s každým; nechtěj́ı si při tom ale t’ukat kř́ıžem. V každém kroku si naráz
přit’uknou některé dvojice, a to takové, že žádné dvě se navzájem nekř́ıž́ı (každý mat-
fyzák si v jednom kroku smı́ přit’uknout s nejvýše jedńım z ostatńıch).

Jaký je minimálńı počet krok̊u, za který si mohou všichni navzájem přit’uknout? Dokažte
také, že to rychleji udělat nelze. [3]

16. Vláda chce pomoci dvěma bankám. Má na to připraveny peńıze předem rozdělené do
mnoha ”baĺıčk̊u”, přičemž nejmenš́ı obsahuje přesně 100 milion̊u a v žádném neńı v́ıce
než 200 milion̊u. Má ale stanoveno pravidlo, že každý den smı́ dát jen jeden baĺıček - tedy
každý den si vybere jeden ze zbývaj́ıćıch baĺıčk̊u a jednu ze dvou bank, které ten baĺıček
dá. Dokažte, že vláda může baĺıčky distribuovat tak, že v žádném okamžiku nebude rozd́ıl
sum peněz, které banky do té doby obdržely, větš́ı než 100 milion̊u. [5]

Část II - Teorie graf̊u

1. Najděte všechny hodnoty n a m, pro které je daný graf izomorfńı se svým doplňkem.

(a) kružnice Cn [2]

(b) cesta Pn [2]

(c) úplný bipartitńı graf Km,n [2]

2. Rozhodněte, pro která n jsou

(a) každé dva 1-regulárńı grafy na n vrcholech izomorfńı. [2]

(b) každé dva 2-regulárńı grafy na n vrcholech izomorfńı. [2]

Graf je k-regulárńı, když má stupně všech vrchol̊u rovny k.
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3. Najděte izomorfismus mezi grafy na obrázku. [4]
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4. Najděte všechny indukované podgrafy grafu Kn, které jsou bipartitńı. [2]

5. Pro každé l ≥ 3 najděte nejmenš́ı č́ıslo f(l) takové, že do libovolného stromu
s l listy stač́ı doplnit f(l) hran tak, abychom dostali vrcholově 2-souvislý graf.
Pro každé l také dokažte, že pro nějaký strom s l listy méně hran nestač́ı.
Graf je vrcholově 2-souvislý, pokud má alespoň 3 vrcholy, je souvislý a z̊ustane
souvislý i po odebráńı libovolného vrcholu. [4]

6. Na šachovnici m×m je 2m poĺıček obarveno modře. Na jedno z modrých poĺıček umı́st́ıme
věž. Věž́ı můžeme pohybovat vždy jen z modrého poĺıčka opět na modré poĺıčko, přičemž
se muśıme pohybovat stř́ıdavě vodorovně a svisle. Dokažte, že je možné věž umı́stit tak,
že když s ńı budeme vhodně pohybovat, nikdy nepřestaneme mı́t možnost udělat daľśı
tah. [6]

7. Dokažte, že každý hranově 2-souvislý graf na n vrcholech (kde n ≥ 3) má alespoň n
koster. Graf je hranově 2-souvislý, pokud má alespoň 1 hranu, je souvislý a
z̊ustane souvislý i po odebráńı libovolné hrany. [4]

8. Necht’ T je strom na n vrcholech se stupni všech vrchol̊u nejvýše 3. Dokažte, že

(a) r(T ) ≥ log
2
(n/3), kde r(T ) znač́ı poloměr grafu T , tj. největš́ı r takové, že ke

každému vrcholu u existuje vrchol v ve vzdálenosti dist(u, v) = r. [3]

(b) diam(T ) ≥ 2 log
2
(n) − 4, kde diam(T ) znač́ı pr̊uměr grafu T , tj. největš́ı r takové,

že existuje dvojice vrchol̊u u, v ve vzdálenosti dist(u, v) = r. [3]

9. Dokažte, že pro každý souvislý graf G na n ≥ 2 vrcholech plat́ı diam(G) ≤ 2r(G). (diam
a r jsou definované u minulého př́ıkladu) [2]

10. Dokažte, že pro každé n ≥ 2 existuje posloupnost n č́ısel, která je skórem

(a) alespoň 2(
n

2
)/nn r̊uzných graf̊u. [2]

(b) alespoň 2(
n

2
)/

(

2n−1

n

)

r̊uzných graf̊u. [4]

(c) alespoň 2(
n

2
)/(n! ·

(

2n−1

n

)

) navzájem neizomorfńıch graf̊u. Můžete bez d̊ukazu použ́ıt
výsledek části 10b), a to i v př́ıpadě, že ji nemáte vyřešenou. [2]
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11. Najděte př́ıklad dvou navzájem neizomorfńıch graf̊u, které oba maj́ı zadané skóre. To, že
jsou navzájem neizomorfńı také dokažte (někdy se může hodit pozorováńı, že dva grafy
jsou izomorfńı právě tehdy, když jejich doplňky jsou izomorfńı).

(a) (4,3,2,1,1,1,1,1) [2]

(b) (3,3,3,3,3,3) [3]

12. Najděte posloupnost kladných přirozených č́ısel, která neńı skóre žádného grafu, ačkoli je
součet jej́ıch člen̊u sudý a jej́ı největš́ı člen je ostře menš́ı než počet jej́ıch člen̊u. [3]

13. Dokažte, že každý souvislý graf na n ≥ 3 vrcholech obsahuje dva vrcholy u a v takové, že
všechny tři grafy G \ {u}, G \ {v} a G \ {u, v} jsou souvislé. [2]

14. Může být doplněk nesouvislého grafu také nesouvislý? Své tvrzeńı dokažte. [4]

15. Nakreslete následuj́ıćı grafy do roviny tak, aby hrany byly nakresleny rovnými úsečkami
a aby se žádné dvě hrany nekř́ıžily.

(a) K4 [1]

(b) K5 \ {e}, kde e je libovolná hrana K5 [2]

(c) K2,8 [2]

(d) K3,3 \ {e}, kde e je libovolná hrana K3,3 [2]

16. Pro které grafy existuje uzavřený sled procházej́ıćı každou hranou alespoň jednou? [2]

17. Dokažte, že je-li graf G eulerovský, pak je i jeho line-graf L(G) eulerovský. Line-graf grafu
G je graf L(G), jehož vrcholy odpov́ıdaj́ı hranám grafu G a hrany L(G) vedou právě mezi
dvojicemi vrchol̊u L(G) odpov́ıdaj́ıćımi dvojićım hran G, které maj́ı společný vrchol. [4]

18. Rozhodněte, zda pro každý graf G plat́ı χ(G) + χ(G) ≤ n + 1, kde n je počet vrchol̊u
grafu G a G je jeho doplněk. [5]

19. Pro každé c ≥ 2 najděte dvojici graf̊u G1, G2 takovou, že oba maj́ı stejné skóre a přitom
G1 lze obarvit c barvami, ale G2 potřebuje barev v́ıce. [4]
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