Doméci tkoly z diskrétni matematiky - finalni stav

Vsechna sva tvrzeni radné zdivodnéte, a to i v pripadé, ze to u tlohy neni vy-
slovné uvedeno. Miuzete bez dikazu pouzivat tvrzeni z prednasky a cviceni, vzdy
ale napiste znéni tvrzeni, které pouzivate.

Cést I - Kombinatorika
1. Dokazte, ze pro kazdé n > 0 plati 64n> + 2n (tj. 4n® + 2n je délitelné 6). 2]

2. Pro vSechna celd ¢islan > r > 1 dokazte (napf. matematickou indukei podle n pii pevném
r; pak ale nestaéi v 1. indukénim kroku uvazovat jen piipad n =r = 1):

) () ()=01)

3]
3. Pro vSechna celd ¢isla n > 1 dokazte (napf. matematickou indukei):
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4. Pro kazdé k > 3 dokazte, ze soucet vnitinich dhli v konvexnim (tj. vSechny tihly mensi
nez 180°) k-ihelniku je (k —2) - 180°. 2]

5. Najdéte priklad dvojice relaci (Ry, Ry) takové, ze Ry i Ry jsou tranzitivni, ale Ry U Ry,
R\ Ry ani R{AR, tranzitivni nejsou. 3]

R1A R, znaci symetricky rozdil, coz je operace, ktera vybere prvky, které se vyskytuji v
praveé jedné z mnozin Ry a Ry. Formalné zapsdno R1ARy = (Ry \ R2) U (Ra \ Ry) -

6. (a) Najdéte priklad relace R C X x X na mnoziné X = {1,2,...7}, kterd je zdroven
ekvivalenci i ¢asteCnym usporadanim. 1]

(b) Najdéte vsechny takové relace na mnoziné X = {1,2,...7}. 2]
7. Necht R C N? x N? je relace (mezi dvojicemi prirozenych ¢isel) definovand nésledovné:
R={((a,b),(c,d)) :a+b<c—d}.

Rozhodnéte, zda je R tranzitivni, reflexivni, symetrickd, (slabé) antisymetrickd. Sva
tvrzeni dokazte. Nulu za pfirozené ¢islo nepovazujeme. 2]

8. Kolik je na mnoziné {1,2,3,4,5,6}

(a) vsech relaci? 1]
(b) relaci zaroven reflexivnich a symetrickych? 2]
(c) ekvivalenci? 3]
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Kolika zpusoby lze postavit n vézi na Sachovnici £ x m tak, aby se zddné dvé navzajem
neohrozovaly? Muzete predpoklddat k > m > n. 2]

Kolik lze maximélné postavit stielcu na Sachovnici n x n tak, aby se zadni dva navzajem
neohrozovali? Dokazte, ze jich vice postavit nelze. [4]

Na sachovnici n X n chceme piejit z levého dolniho policka (o soutadnicich (1,1)) do
pravého horniho policka (o soutadnicich (n,n)). V kazdém kroku muzeme piejit vzdy
bud o jedno policko nahoru, nebo doprava. Kolika zptisoby to mizeme udélat, pokud:

(a) neni zaddné dalsi omezeni. 2]
(b) na policku (7, ) je dira, a tedy na toto policko nemuzeme vstoupit. Muzete predpo-

kladat, ze plati (1 <i<n,1<j <n). 3]
(c) diry jsou na polickdch (i,7) a (k,l). Plati (1 <i<k<n, 1 <j<l<n). 3]

Urcete pocet ruznych usporddanych dvojic (A, B), kde A a B jsou mnoziny spliujici
AC{1,2,...,n}, BC{1,2,...,n}a|ANB|=1 3]

Kolika zpusoby lze rozdélit n navzajem nerozlisitelnych kulicek do m navzajem rozlisitel-
nych piihradek? (do kazdé prihradky se vejde libovolny pocet kulicek) 3]

V klobouku je na zacatku 10 listecku, kazdy s ¢islem 10. V kazdém kroku ndhodné
vytahneme jeden listecek a do klobouku misto n¢j vhodime x listecku, kazdy s cislem
x — 1, kde x je ¢islo na vytazeném listecku. Po kolika krocich skonéime? 3]

Kolem kulatého stolu sedi n matfyzdkia, z nichz kazdy ma sklenicku. Kazdy si chce
prituknout s kazdym; nechtéji si pti tom ale tukat kifZzem. V kazdém kroku si nardz
prituknou nékteréd dvojice, a to takové, ze zddné dvé se navzdjem nekifzi (kazdy mat-
fyzék si v jednom kroku smi prituknout s nejvyse jednim z ostatnich).

Jaky je minimaln{ pocet krokii, za ktery si mohou vSichni navzajem prituknout? Dokazte
také, ze to rychleji udélat nelze. 3]

Vlada chce pomoci dvéma bankam. Ma na to pripraveny penize predem rozdélené do
mnoha ”balickt”, pricemz nejmensi obsahuje presné 100 milionu a v zddném neni vice
nez 200 milionti. M4 ale stanoveno pravidlo, ze kazdy den smi dat jen jeden balicek - tedy
kazdy den si vybere jeden ze zbyvajicich balicku a jednu ze dvou bank, které ten balicek
da. Dokazte, ze vlada muze balicky distribuovat tak, ze v zadném okamziku nebude rozdil
sum penéz, které banky do té doby obdrzely, vétsi nez 100 milionu. 5]

Cést II - Teorie grafu

Najdéte vSsechny hodnoty n a m, pro které je dany graf izomorfni se svym doplinkem.

(a) kruznice C, 2]

(b) cesta P, 2]

(c) 1dplny bipartitni graf K, , 2]
Rozhodnéte, pro ktera n jsou

(a) kazdé dva 1-reguldrni grafy na n vrcholech izomorfni. 2]

(b) kazdé dva 2-reguldrni grafy na n vrcholech izomorfni. 2]

Graf je k-requldarni, kdyz mé stupné vSech vrcholu rovny k.



3. Najdéte izomorfismus mezi grafy na obréazku. 4]

10.

Najdéte vsechny indukované podgrafy grafu K,,, které jsou bipartitni. 2]

. Pro kazdé | > 3 najdéte nejmensi ¢islo f(l) takové, ze do libovolného stromu

s [ listy staci doplnit f(I) hran tak, abychom dostali vrcholové 2-souvisly graf.
Pro kazdé | také dokazte, Ze pro néjaky strom s [ listy méné hran nestaci.

Graf je vrcholové 2-souvisly, pokud ma alespon 3 vrcholy, je souvisly a ziistane
souvisly i po odebrani libovolného vrcholu. [4]

Na sachovnici m xm je 2m policek obarveno modre. Na jedno z modrych policek umistime
véz. Vézi muzeme pohybovat vzdy jen z modrého policka opét na modré policko, pricemz
se musime pohybovat stifidavé vodorovné a svisle. Dokazte, ze je mozné véz umistit tak,
ze kdyz s ni budeme vhodné pohybovat, nikdy neprestaneme mit moznost udélat dalsi
tah. 6]

Dokazte, ze kazdy hranové 2-souvisly graf na n vrcholech (kde n > 3) ma alespon n
koster. Graf je hranové 2-souwisly, pokud ma alespon 1 hranu, je souvisly a
zlstane souvisly i po odebrani libovolné hrany. 4]

Necht T je strom na n vrcholech se stupni vech vrchol nejvyse 3. Dokazte, Ze

(a) 7(T') > logy(n/3), kde r(T") znacéi polomeér grafu 7', tj. nejvetsi r takové, ze ke
kazdému vrcholu u existuje vrchol v ve vzdélenosti dist(u,v) = 7. 3]
(b) diam(T) > 2log,(n) — 4, kde diam(T') znaci prumér grafu T, tj. nejvétsi r takové,
ze existuje dvojice vrcholi u,v ve vzdalenosti dist(u,v) = r. 3]

Dokazte, ze pro kazdy souvisly graf G na n > 2 vrcholech plati diam(G) < 2r(G). (diam

a r jsou definované u minulého piikladu) 2]
Dokazte, ze pro kazdé n > 2 existuje posloupnost n ¢isel, kterd je skérem

(a) alespon 2(2) /n™ ruznych grafu. 2]
(b) alespon 2(75)/ (2”7:1) ruznych grafu. 4]

(c) alespon 2(2) /(n!- (**~1)) navzdjem neizomorfnich grafii. Muzete bez ditkazu pouzit
vysledek ¢ésti 10b), a to i v piipadé, zZe ji neméte vytesenou. 2]
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Najdéte priklad dvou navzajem neizomorfnich grafii, které oba maji zadané skére. To, ze
jsou navzajem neizomorfni také dokazte (nékdy se muze hodit pozorovéni, ze dva grafy
jsou izomorfni praveé tehdy, kdyz jejich dopliky jsou izomorfni).

(a) (4,3,2,1,1,1,1,1) 2]
(b) (3,3,3,3,3,3) 3]

Najdéte posloupnost kladnych ptirozenych ¢isel, ktera neni skére zadného grafu, ackoli je
soucet jejich ¢lenu sudy a jeji nejveétsi ¢len je ostie mensi nez pocet jejich clenu. 3]

Dokazte, ze kazdy souvisly graf na n > 3 vrcholech obsahuje dva vrcholy v a v takové, ze
vSechny tii grafy G \ {u}, G\ {v} a G\ {u,v} jsou souvislé. 2]

Muze byt doplnék nesouvislého grafu také nesouvisly? Své tvrzeni dokazte. [4]

Nakreslete nasledujici grafy do roviny tak, aby hrany byly nakresleny rovnymi tiseckami
a aby se zadné dvé hrany nekrizily.

(a) Ky 1]
(b) K5\ {e}, kde e je libovolna hrana K 2]
(c) Kag 2]
(d) K33\ {e}, kde e je libovolna hrana K33 2]

Pro které grafy existuje uzavieny sled prochézejici kazdou hranou alespon jednou?  [2]

Dokazte, ze je-li graf G eulerovsky, pak je i jeho line-graf L(G) eulerovsky. Line-graf grafu
G je graf L(G), jehoz vrcholy odpovidaji hrandm grafu G a hrany L(G) vedou pravé mezi
dvojicemi vrcholu L(G) odpovidajicimi dvojicim hran G, které maji spoleény vrchol. [4]

Rozhodnéte, zda pro kazdy graf G plati x(G) + x(G) < n +1, kde n je pocet vrcholi
grafu G a G je jeho doplnék. [5]

Pro kazdé ¢ > 2 najdéte dvojici grafi Gy, G, takovou, ze oba maji stejné skore a pritom
G lze obarvit ¢ barvami, ale G5 potiebuje barev vice. [4]



