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Cést I - Kombinatorika,

1. Pro vSechna celd ¢islan > r > 1 dokazte (napf. matematickou indukei podle n pfi pevném
T):
r r+1 n n+1
r r r r+1

2. Pro vSechna celd ¢isla n > 1 dokazte (napf. matematickou indukei):
- 2qk 3 n(, 2
> k3 =5 (* —n+1)—1).
k=0

2]

3. Pro kazdé k > 3 dokazte, ze soucet vnitinich hlu v konvexnim (tj. vSechny thly

mensi nez 180°) k-thelniku je (k — 2) - 180°. 2]

4. Najdete priklad dvojice relaci (R, Ry) takové, ze Ry i Ry jsou tranzitivni, ale Ry U Ry,

Ry \ Ry ani Rj AR, tranzitivni nejsou. 3]

R{ AR5 znaci symetricky rozdil, coz je operace, ktera vybere prvky, které se vyskytuji v
pravé jedné z mnozin Ry a Rs. Formalné zapsdno R1ARy = (Ry \ R2) U (R2 \ Ry) .

5. (a) Najdete piiklad relace na mnoziné {1,2,...7}, kterd je zaroven ekvivalenci i ¢astec-

nym usporadanim. 2]

(b) Najdéte vsechny takové relace na mnoziné {1,2,...7}. 2]
6. Kolik je na mnoziné {1,2,3,4,5,6}

(a) vsSech relaci? 1]
(b) relaci zaroven reflexivnich a symetrickych? 2]
(c) ekvivalenc{? 3]

7. Kolika zpusoby lze postavit n vézi na Sachovnici & x m tak, aby se zadné dvé navzajem
neohrozovaly? Muzete predpokladat k > m > n. 2]

8. Kolik 1ze maximalné postavit stielcu na Sachovnici n X n tak, aby se zadni dva navzajem
neohrozovali? Dokazte, ze jich vice postavit nelze. [3]

9. Na Sachovnici n X n chceme piejit z levého dolniho policka (o soutadnicich (1,1)) do
pravého horniho policka (o soutadnicich (n,n)). V kazdém kroku muzeme piejit vzdy
bud o jedno policko nahoru, nebo doprava. Kolika zptisoby to muZeme udélat, pokud
navic:

(a) na policku (7, j) je dira, a tedy na toto policko nemuzeme vstoupit. Muzete predpo-
kladat, ze plati (1 <i<n,1<j<n). 3]

(b) diry jsou na polickdch (i,7) a (k,l). Plati (1 <i <k <n, 1 <j<Il<n). 3]
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Kolika zptusoby muzeme vytvorit permutaci pismen A, K, O, R, T, U tak, ze nelze vy-
skrtanim nékterych pismen ziskat zadné ze slov AUTO, RUKA, ROK? (Napi. TROUAK
nen{ spravnéd permutace, protoze vyskrtdanim pismen T, U, A ziskdme slovo ROK.)  [2]

11. Kolika zpusoby muzeme posadit n manzelskych paru kolem 2n-mistného kulatého stolu
tak, aby se pravidelné stiidali muzi a zeny a aby zadna Zena nesedéla po levici svého
manzela. Dvé rozesazeni povazujeme za stejna, lisi-li se pouze pootocenim stolu. [4]

12. Kolem kulatého stolu sedi n matfyzaku, z nichz kazdy ma sklenicku. Kazdy si chce
prituknout s kazdym; nechtéji si pfi tom ale tukat kifZzem. V kazdém kroku si nardz
prituknou nékteré dvojice, a to takové, ze zddné dvé se navzdjem nekifzi (kazdy mat-
fyzék si v jednom kroku smi pfituknout s nejvyse jednim z ostatnich).

Jaky je miniméln{ pocet kroki, za ktery si mohou vSichni navzajem prituknout? Dokazte
také, ze to rychleji udélat nelze. 3]
Cést II - Teorie grafii
1. Najdéte vsechny hodnoty n a m, pro které je dany graf izomorfni se svym doplikem.
(a) Cn 2]
(b) P 2]
(¢) Kmn 2]
2. Rozhodnéte, pro ktera n jsou
(a) kazdé dva 1-reguldrni grafy na n vrcholech izomorfni. 2]
(b) kazdé dva 2-reguldrni grafy na n vrcholech izomorfni. 2]
3. Najdéte izomorfismus mezi grafy na obrazku. 4]
F A
G
B
D C

4. Dokazte, ze pro kazdé n existuje posloupnost n ¢isel, kterd je skorem alespon 2(3) /(n!-n™)

navzajem neizomorfnich grafu. 4]
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Najdéte priklad dvou navzajem neizomorfnich grafii, které oba maji zadané skére. To, ze
jsou navzajem neizomorfni také dokazte (nékdy se muze hodit tvrzeni, ze dva grafy jsou
izomorfni praveé tehdy, kdyz jejich dopliky jsou izomorfnf).

(a) (3,3,3,3,3,3,3,3) 2]
(b) (3,3,3,3,3,3) 2]
Najdéte posloupnost kladnych ptirozenych ¢isel, ktera neni skére zadného grafu, ackoli je
soucet jejich ¢lenu sudy a jeji nejveétsi ¢len je ostie mensi nez pocet jejich clenu. 3]
Muze byt dopliek nesouvislého grafu také nesouvisly? Své tvrzeni dokazte. [4]

Pro které grafy existuje uzavieny sled prochazejici kazdou hranou alespon jednou? Své
tvrzeni dokazte. 2]

Pro graf G = (V, E) je orientaci G kazdy orientovany graf G’ = (V, E’), ktery vznikne z
G nahrazenim kazdé hrany {u,v} € E bud Sipkou (u,v), nebo Sipkou (v, u). Orientovany
graf G’ je vyvézeny, jestlize pro kazdy jeho vrchol v plati deg™(v) = deg™(v) (tj. pocet
sipek, které z néj vychazi je stejny jako pocet Sipek, které v ném konéi). Dokazte, ze graf
G mé vyvazenou orientaci, pravé tehdy, kdyz maji vsechny jeho vrcholy sudé stupné. [4]

Kolik je v K,, celkem ruznych

(a) hamiltonovskych kruznic. 3]

(b) hamiltonovskych cest. 2]
Dvé kruznice (resp. cesty) povazujeme za ruzné, lisi-li se mnozinou hran, které obsahuji.
Najdéte vSechny indukované podgrafy K,, které jsou bipartitni. 2]

Nakreslete néasledujici grafy do roviny tak, aby hrany byly nakresleny rovnymi tseckami
a aby se zadné dvé hrany nekrizily.

(a) Ky 2]
(b) K5\ e, kde e je libovolné hrana Kj 2]
(¢) Kag 3]

Kolik hran musime doplnit do stromu s [ listy, abychom dostali 2-souvisly graf? Dokazte
také, ze méné hran nestaci. [4]

Dokazte, ze T = (V, E) je strom, pravé tehdy, kdyz 7" neméa kruznice a |V| = |E| 4 1. [3]

V sachovnici m x m je 2m policek obarvno modie. Na jedno z modrych policek umistime
véz. Vézi muzeme pohybovat vzdy jen z modrého policka opét na modré policko, pticemz
se musime pohybovat stiidavé vodorovné a svisle. Dokazte, ze je mozné véz umistit tak,
ze kdyz s ni budeme vhodné pohybovat, nikdy nepiestaneme mit moznost udélat dalsi
tah. [5]



