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Konvoluce

Uloha 1 (Séitéme nahodné veliciny)
Budte X,Y, Z ~ Exp()) nezdvislé ndhodné veli¢iny.

a) Jaké je rozdéleni X + Y7
b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7?

Reseni a) fx,y(z) = [ Fx(2)Fy(z — z)dz = foz Ae M\ AET) g = N2 A2 fOZ ANy — \2ze—N2
(pro z > 0)

3,2
b) fxiyiz(t)=2Fe ™, t >0,

Uloha 2 (Souéet podruhé)
Budte X,Y,Z ~ U(0,1) nezavislé ndhodné veliciny.

a) Jaké je rozdéleni X + Y7 Urcete hustotu — jak podle konvoluéniho vzorce, tak ,podle obrazku.
b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7 Pro jednoduchost urcete hustotni funkei jen na intervalu [0, 1].
c¢) Jak vysledek ovérit samplovdnim?

Reseni a) evidentné 0 mimo [0,2], pro z € [0,1] : 7 fx()Fy(z — t)dt = [Jldw = 2, pro = € [1,2];
S IxOFy (z = t)dt = [7 lde =2 -2

b) Zase konvoluce po édstech, mimo [0, 3] evidentné 0, na [0,1] : fxiy+z(w) = w?/2na [1,2] : fxiyiz(w) =
—w? 4+ 3w —3/2, na [2,3] : fxiviz(w) = (w—3)?/2.

¢) prosté budeme samplovat

Sdruzend hustota

Uloha 3 (Prvni setkani)

Necht X, Y majf sdruzenou hustotu fx y(z,y) = e *~¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
a) Uréete marginalni hustoty fx, fy.

b) Urcete také distribuéni funkce Fx, Fy, Fx y.

¢) Jsou X, Y nezavislé?

d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).

Reseni a) fx(z)= fooo Fxy(xz,y)dy = e %, stejné tak fy(y)
b) Fx(z)=1—e " Fxy(z,y) =(1—e")(1 —e¥)

c) Ano, soucdin fx fy je fxyv

d) Prvnf je dvojny integral pies fol 017‘70 e " Vdydx = <2, druhy je [;° [y e " Ydydx = 1

Uloha 4 (Nghodny bod)

Volme uniformné ndhodné bod z ptlkruhu o poloméru 1, se stfedem v poc¢atku a lezicim v horni poloroviné. (Uni-
formné znamend, ze pravdépodobnost kazdé podmnoziny je imérnd jejimu obsahu.) Ozna¢me X, Y soutadnice
zvoleného bodu.

a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

b) Najdéte margindlni hustotu fy a spoctéte pomoci ni E(Y).
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¢) Pro kontrolu spoctéte E(Y) piimo (pomoci pravidla LOTUS).

- 0 2*+y*>1
ReSeni a) fX7y(x,y):{2 Ty

= 22 4+y? <1
0 y?>1 1 29/1—y2 . . —2(1—y?)3/2
) W) =2 i, N EY] = [, @dy — 0, prim. fee jo —202¥")

Tahak

o Sdruzené rozdeleni: Fx y(z,y) = [*__ [Y. fx.y(s,t)dtds.

o Sdruzend hustota: fxy(z,y) = %Fx’y(l}y).

Margindlnt hustota: fx(x) = fjoo; fx.v(z,y)dy.

o Nezduvislost: Fx y(z,y) = Fx(2)Fy(y) <= fxyv(z,y) = fx(@)fr(y).

Konvoluce: Pokud A = X +Y, mame fa(x) = fjooj fx (@) fy(x —t)dt.

Bonusové tlohy

Uloha 5 (Buffonova jehla)

Na nekone¢nou podlahu hodime nahodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejich okraje tvoii rovnobézné
piimky ve vzdalenosti d. Urcete pravdépodobnost, ze jehla bude pfesahovat okraj nékterého prkna.

Ndpovéda: Nakreslete obrazek a popiste polohu jehly pomoci dvou ndhodnych proménnych (posun a thel).

Reseni
Necht © € [0,7/2] je ostry thel jehly s rovnobézkami a D je vzdélenost stfedu jehly od nejblizsi ¢dry. Pak
O~U(0,7/2), D~U(0,d/2),
nezavisle. Jehla protne ¢aru pravé kdyz
D < g sin ©.

Proto

1 (™2 (/2)sin6 2 ¢ [ 20
IP i k = — B — = — . — 1 = —.
(prunik) 7r/2/0 a2 de - d/o sin 6 d6



