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Prace s distribuéni funkci a hustotou

Uloha 1
Pro n.v. X s hustotou fx vyjadiete

a) P(X € [0,1])
b) P(X > 0)
¢) P(X <0)

Reseni
Pro n.v. X s hustotou fx plati:

@)MXemm:Afﬂwm
(b) P(X>0)= /OO fx(x)dz

() P(X <0) /lm
(Pifpadne P(X < 0) =1 —P(X > 0); u spojité n.v. je P(X =0) =0.)

Uloha 2 (Kfup)
Metrovy klacek rozlomime na dva kusy lomem v uniformné ndhodném bodé. Bud X délka delsi ¢ésti. Jaké
rozdéleni ma X a jakou stfedni hodnotu?

Reseni

Uniformn{ na intervalu [0.5, 1] — stfedni hodnota je 0.75.

Uloha 3 (Algoritmus ze dvou algoritmi)

Pro jisty problém méame k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spociva v tom, Ze si ndhodné vybereme,
ktery z algoritmu A, B spustime — A bude mit pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p. Dobu béhu A,
B, C' chiapeme jako ndhodné veli¢iny, oznac¢ime je X, Y, Z.

(Cas na vybér algoritmu v Z pocitat pro jednoduchost nemusite.)

a) Vyjadiete E(Z) pomoci E(X) a E(Y).
b) Urcete Fz pomoci Fx, Fy.
¢) Pokud jsou X, Y spojité, urcete fz pomoci fx, fy.
Reseni
Stredni hodnota je vazena
Fz(z) = pFx(z) + (1 — p)Fy (2)
fz=pfx+(1—-p)fy
Distribuc¢ni funkce a nezavislost

Uloha 4 (Minimum z exponencilnich n.v.)
Necht X; ~ Exp();) pro i =1,...,n jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Oznatme M = min(Xj, ..., X,). Ukazte,
ze M ~Exp(A1+ -4 Ay).

Reseni
PIM > t] =], P[X; > 1] = [[_ e M = el iz

Uloha 5 (Maximum z uniformnich)
Bud' Y maximum z k uniformné ndhodnych é&fsel z intervalu [0, 1].
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a) Najdéte distribuénf funkei Fy .
b) Odsud uréete hustotu fy.
¢) Spocitejte E(Y).

d) Jak to vyjde pro minimum misto maxima?

Reseni a) Fy(z) = z* na intervalu [0,1], 0 pro 2 < 0, 1 pro = > 1

b) 0 mimo [0,1], na [0, 1] to je kz*~!

d) Fz(z)=1—(1—2)k, fz(x) = k(1 —2)* 1 E[Z] = k%_l (opét na stenjych intervalech jako predtim)

Konvoluce

Uloha 6 (Scitame ndhodné veliciny)
Budte X,Y, Z ~ Exp()) nezdvislé nahodné veli¢iny.

a) Jaké je rozdéleni X +Y?
b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7?

Reseni a) fxiy(z) = [ Fx(2)Fy(z — x)dz = [ e M\ AE2) dg = N\2em M2 I eA=Nzda = N2ze M
(pro z > 0)

3,2
b) fx4viz(t)=2Fe M, t>0,

Uloha 7 (Soudet podruhé)
Bud'te X,Y, Z ~ U(0,1) nezdvislé ndhodné veli¢iny.

a) Jaké je rozdéleni X + Y? Urcete hustotu — jak podle konvoluéntho vzorce, tak ,podle obrazku.
b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z? Pro jednoduchost urcete hustotni funkei jen na intervalu [0, 1].
c¢) Jak vysledek ovérit samplovdn{m?

Reseni a) evidentné 0 mimo [0,2], pro z € [0,1] : fi’ooo fx(®)Fy(z — t)dt = fOZ ldz = =, pro = € [1,2]
S IxOFy (z = t)dt = [7 lde =22

b) Zase konvoluce po édstech, mimo [0, 3] evidentné 0, na [0,1] : fxiy+z(w) = w?/2na [1,2] : fxiyiz(w) =
—w? 4+ 3w —3/2, na [2,3] : fxiviz(w) = (w—3)?/2.

¢) prosté budeme samplovat

Sdruzend hustota

Uloha 8 (Prvni setkani)

Necht X, Y majf sdruzenou hustotu fy y(z,y) = e *"¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
a) Urcete marginalni hustoty fx, fy.

b) Urcete také distribuéni funkce Fx, Fy, Fx y.

¢) Jsou X, Y nezavislé?

d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).

Reseni a) fx(z)= fooo Fx y(z,y)dy = e~ 7, stejné tak fy (y)
b) Fx(z)=1—e* Fxy(z,y) = (1 —e*)(1 —eY)

¢) Ano, soudin fx fy je fxy

d) Prvni je dvojny integral pies o e~ Ydydr = <2, druhy je [° [ e Ydydr = L
0 Jo o Jo Yy 2

(&



Tahak

o Sdruzené rozdeleni: Fx y(z,y) = [*__ [Y . fx.y(s,t)dtds.

o Sdruzend hustota: fxy(z,y) = ag—gny,y(x,y).

Margindlni hustota: fx(x) = fjoos Ixy(z,y)dy.

Nezdvislost: Fxy(xz,y) = Fx(2)Fy(y) <= fxy(z,y) = fx(x)fr(y).

Konvoluce: Pokud A =X +Y, mdme fa(z) = fj;o fx (@) fy (x —t)dt.

Bonusové tlohy

Uloha 9 (Buffonova jehla)

Na nekone¢nou podlahu hodime nahodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejich okraje tvoii rovnobézné
piimky ve vzdalenosti d. Urcete pravdépodobnost, ze jehla bude pfesahovat okraj nékterého prkna.

Ndpovéda: Nakreslete obriazek a popiste polohu jehly pomoci dvou ndhodnych proménnych (posun a thel).

Reseni
Necht © € [0,7/2] je ostry thel jehly s rovnobézkami a D je vzdélenost stfedu jehly od nejblizsi ¢dry. Pak

0 ~U(0,7/2), D ~U(0,d/2),
nezavisle. Jehla protne ¢aru pravé kdyz
D < ; sin ©.
Proto

1 (™% (£/2)sin6 2 ¢ [T/? 20
P i k = — B —— = — . — 1 = —.
(prunik) 7r/2/0 a2 de - d/o sin 6 do —



