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Kovariance a korelace

• cov(X,Y )
def
= E

(
(X − E(X))(Y − E(Y ))

) věta
= E(XY )− E(X)E(Y )

• cov(X,X) = var(X)

• cov(X,Y ) je lineárńı v obou složkách, tj. např. cov(X, a1Y1 + a2Y2) = a1cov(X,Y1) + a2cov(X,Y2)

• ρ(X,Y ) = cov(X,Y )
σXσY

.

Úloha 1 (Coco taxi)

Nezávislé náhodné veličiny X,Y maj́ı středńı hodnotu 0 a rozptyl 1. Polož́ıme Z0 = Y , Z1 = X + 0.3Y a

Z2 = 0.4X + Y . Spočtěte cov(X,Zi) a také korelaci ρ(X,Zi). Který obrázek odpov́ıdá kterému vzorci?

Řešeńı

Máme EX = EY = 0, Var(X) = Var(Y ) = 1 a X,Y jsou nezávislé, tedy cov(X,Y ) = 0.

Pro Z0 = Y : cov(X,Z0) = cov(X,Y ) = 0, ρ(X,Z0) = 0.

Pro Z1 = X + 0.3Y :

cov(X,Z1) = cov(X,X) + 0.3 cov(X,Y ) = 1.

Dále

Var(Z1) = Var(X) + 0.32Var(Y ) = 1 + 0.09 = 1.09,

takže

ρ(X,Z1) =
cov(X,Z1)√

Var(X)Var(Z1)
=

1√
1.09

.

Pro Z2 = 0.4X + Y :

cov(X,Z2) = 0.4 cov(X,X) + cov(X,Y ) = 0.4.

Dále

Var(Z2) = 0.42Var(X) + Var(Y ) = 0.16 + 1 = 1.16,

tedy

ρ(X,Z2) =
0.4√
1.16

.

Nejsilněǰśı závislost má Z1 (levý obrázek), středńı Z2 (prostředńı obrázek), nulovou Z0 (pravý obrázek).
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Distribučńı funkce

Připomeňte si, že distribučńı funkce FX je definována vztahem

FX(x) = P (X ≤ x).

Úloha 2 (Distribuce)

Pro náhodnou veličinu X s distribučńı funkćı FX vyjádřete

a) P (X ∈ (0, 1])

b) P (X > 0)

c) * P (X < 0)

d) * P (X ∈ [0, 1])

Řešeńı

Necht’ FX(x) = P(X ≤ x).

(a) P(X ∈ (0, 1]) = P(X ≤ 1)− P(X ≤ 0) = FX(1)− FX(0).

(b) P(X > 0) = 1− P(X ≤ 0) = 1− FX(0).

(c) P(X < 0) = P(X ≤ 0−) = FX(0−) := limx↑0 FX(x).

(d) P(X ∈ [0, 1]) = P(X ≤ 1)− P(X < 0) = FX(1)− FX(0−).

Úloha 3

Necht’ X splňuje P (X = x) = 0 pro každé x. Vyjádřete pomoćı FX distribučńı funkci náhodných veličin

a) −X,

b) X+ = max(0, X),

c) |X|.

Řešeńı

Předpokládáme, že P(X = x) = 0 pro každé x.

(a) −X:

F−X(x) = P(−X ≤ x) = P(X ≥ −x) = 1− FX(−x).

(b) X+ = max(0, X):

FX+(x) =

0, x < 0,

FX(x), x ≥ 0.

(c) |X|:

F|X|(x) =

0, x < 0,

P(−x ≤ X ≤ x) = FX(x)− FX(−x), x ≥ 0.



Exponenciálńı rozděleńı

Ř́ıkáme, že X má exponenciálńı rozděleńı, X ∼ Exp(λ), pokud

FX(x) = 1− e−λx pro x ≥ 0, jinak 0.

Z přednášky nav́ıc máte vědět, že E(X) = 1/λ.

Úloha 4

Středńı doba života harddisku je 4 roky. Přepokládejme, že tato doba je popsána náhodnou veličinou s expo-

nenciálńım rozděleńım1.

a) Jaká je pravděpodobnost, že disk selže během prvńıch tř́ı let?

b) Jaká je pravděpodobnost, že vydrž́ı alespoň 10 let?

c) Po jaké době se rozbije 10 % disk̊u?

Řešeńı

Pro X ∼ Exp(λ) plat́ı EX = 1/λ. Ze zadáńı tedy λ = 1
4 .

(a) P(X ≤ 3) = 1− e−3/4.

(b) P(X ≥ 10) = e−10/4 = e−5/2.

(c) Hledáme t tak, aby P(X ≤ t) = 0.1. Tedy 1− e−t/4 = 0.1 =⇒ t = −4 ln(0.9).

Úloha 5 (Obliviate)

Ř́ıkáme, že náhodná veličina X (resp. jej́ı rozděleńı) nemá pamět’, pokud

P (X > s+ t|X ≥ s) = P (X > t)

pro s, t ≥ 0. Jinými slovy, doba, kterou jsme již čekali, nemá vliv na dobu, kterou budeme ještě čekat. Už jsme

viděli, že geometrické rozděleńı nemá pamět’. Ukažte, že ani exponenciálńı rozděleńı nemá pamět’. Plat́ı dokonce,

že je to jediné spojité rozděleńı na kladných č́ısel bez paměti (a geometrické je jediné diskrétńı bez paměti), ale

to dokazovat nemuśıte.

Řešeńı

P (X > s+ t|X ≥ s) = P [X≥s+t∧X≥s]
P [X≥s = 1−(1−e−λ(s+t))

1−(1−e−λs)
= e−λt = 1− (1− e−λt) = P [X > t]

Úloha 6

Sledujeme nočńı oblohu a vyhĺıž́ıme meteory. Pro dnešńı noc v́ıme, že pravděpodobnost spatřeńı meteoru během

časového úseku dt je (pro malá dt) rovna c · dt, situace v disjunktńıch časových intervalech považujeme za

nezávislé. Jaká je pravděpodobnost, že během doby t nic neuvid́ıme? [Klidně předpokládejte, že t/dt je celé

č́ıslo. Taky zkuste napsat dt = 1/n a vzpomenout si na limity z analýzy.]

Řešeńı

V malém intervalu délky dt je pravděpodobnost spatřeńı meteoru přibližně c dt, tedy pravděpodobnost, že nic

neuvid́ıme, je

1− c dt.

Rozděĺıme-li čas t na k = t/dt disjunktńıch interval̊u, dostaneme

P(během doby t nic neuvid́ıme) = (1− c dt)t/dt.

Vzpomeneme si na známou limitu limn→∞(1 + x/n)n = ex. Pak nám pro dt = 1/n → 0 vyjde

lim
dt→0

(1− c dt)t/dt = lim
n→∞

(1− c/n)tn = e−ct.

1To neńı realistický předpoklad, vizte např. https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/.

https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/


Bonusové úlohy

Úloha 7 (Minimum z exponenciálńıch n.v.)

Necht’ Xi ∼ Exp(λi) pro i = 1, . . . , n jsou nezávislé náhodné veličiny. Označme M = min(X1, . . . , Xn). Ukažte,

že M ∼ Exp(λ1 + · · ·+ λn).

Řešeńı

P [M > t] =
∏n

i=1 P [Xi > t] =
∏n

i=1 e
−λit = et·

∑n
i=1 λi

Úloha 8 (Algoritmus ze dvou algoritmů)

Pro jistý problém máme k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spoč́ıvá v tom, že si náhodně vybereme,

který z algoritmů A, B spust́ıme – A bude mı́t pravděpodobnost p, B pravděpodobnost 1 − p. Dobu běhu A,

B, C chápeme jako náhodné veličiny, označ́ıme je X, Y , Z.

(Čas na výběr algoritmu v Z poč́ıtat pro jednoduchost nemuśıte.)

a) Vyjádřete E(Z) pomoćı E(X) a E(Y ).

b) Určete FZ pomoćı FX , FY .

c) Pokud jsou X, Y spojité, určete fZ pomoćı fX , fY .

Řešeńı

Středńı hodnota je vážená

FZ(x) = pFX(x) + (1− p)FY (x)

fZ = pfX + (1− p)fY


