7. cviceni
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Kovariance a korelace
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e cov(X, X) = var(X)
e cov(X,Y) je linedrni v obou slozkdch, tj. napt. cov(X,a1Y7 + a2Ys) = ajcov(X, Y1) + ascov(X,Y3)

e p(X,Y) = cov(X,Y)

OXO0y

Uloha 1 (Coco taxi)
Nezavislé nahodné veliciny X,Y maji stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1. Polozime Zy = Y, Z; = X +0.3Y a
Zs =0.4X 4+ Y. Spoctéte cov(X, Z;) a také korelaci p(X, Z;). Ktery obrdzek odpovidé kterému vzorci?
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Distribuc¢ni funkce
Piipomerite si, ze distribuéni funkce Fx je definovana vztahem
Fx(z) = P(X < z).

Uloha 2 (Distribuce)
Pro ndhodnou veli¢inu X s distribuéni funkci Fx vyjadrete

a) P(X €(0,1])
b) P(X > 0)
) * P(X <0)

d) * P(X €[0,1])

Uloha 3
Nechf X spliuje P(X = z) = 0 pro kazdé z. Vyjadiete pomoci Fy distribuén{ funkci ndhodnych veli¢in
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Exponencialni rozdéleni

Rikédme, ze X mé exponencidlni rozdéleni, X ~ Exp()\), pokud
Fx(z)=1—¢ " pro x > 0, jinak 0.
Z prednasky navic mate védet, ze E(X) = 1/A.

Uloha 4
Stredni doba zivota harddisku je 4 roky. Prepoklddejme, ze tato doba je popsdana nahodnou veli¢inou s expo-
nencidlnim rozdéleniml]

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze disk selze béhem prvnich tif let?
b) Jakd je pravdépodobnost, ze vydrzi alespon 10 let?
c) Po jaké dobé se rozbije 10 % disku?

Uloha 5 (Obliviate)
Rikdme, Ze ndhodnd velicina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud

P(X >s+1t|X >s)=P(X > 1)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz cekali, neméa vliv na dobu, kterou budeme jesté cekat. Uz jsme
vidéli, Ze geometrické rozdéleni nemd pamét. Ukazte, Ze ani exponencidlni rozdéleni nemé pamét. Plati dokonce,
ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢isel bez paméti (a geometrické je jediné diskrétni bez paméti), ale
to dokazovat nemusite.

Uloha 6

Sledujeme nocni oblohu a vyhlizime meteory. Pro dnesni noc vime, ze pravdépodobnost spatfeni meteoru béhem
casového tseku dt je (pro mald dt) rovna c - dt, situace v disjunktnich ¢asovych intervalech povazujeme za
nezavislé. Jakd je pravdépodobnost, ze béhem doby ¢ nic neuvidime? [Klidné pfedpoklddejte, ze t/dt je celé
¢islo. Taky zkuste napsat dt = 1/n a vzpomenout si na limity z analyzy.]

Bonusové dlohy

Uloha 7 (Minimum z exponencilnich n.v.)
Necht X; ~ Exp()\;) proi = 1,...,n jsou nezdvislé ndhodné veliciny. Ozna¢me M = min(Xy, ..., X, ). Ukaite,
7e M ~ Exp(A1 4+ -+ A\y).

Uloha 8 (Algoritmus ze dvou algoritmu)

Pro jisty problém méme k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spoc¢iva v tom, ze si ndhodné vybereme,
ktery z algoritmu A, B spustime — A bude mit pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p. Dobu béhu A,
B, C chépeme jako ndhodné veli¢iny, oznacime je X, Y, Z.

(Cas na vybér algoritmu v Z pocitat pro jednoduchost nemusite.)

a) Vyjadiete E(Z) pomoci E(X) a E(Y).
b) Urcete Fz pomoci Fx, Fy.

c¢) Pokud jsou X, Y spojité, urcete fz pomoci fx, fy.

1To nenf realisticky predpoklad, vizte napf. https://www.backblaze.com/blog/how-1long-do-disk-drives-last/.
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