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Poznavacka nahodnych velic¢in

Nazev Pravdépodobnostn{ funkce Rozsah (Im X)  Stfedni hodnota  Rozptyl
Bernoulliho Ber(p)  px(1)=p, px(0)=1-—p  {0,1} D p(1—p)
Binomické Bin(n,p) px(k) = (})p*(1 —p)"* {0,1,...,n} np np(l —p)
Geometrické Geo(p) px(k) = (1 —p)*~1p {1,2,...} % 1;21”
Poissonovo Poi(\) px (k) = e*)‘/l\c—lz {0,1,...} A A
Uniformn{ Uni(a,b)  px (k) = =433 {a,a+1,...,b} =k %

Uloha 1 (Hacker)

Pravdépodobnost, ze do naseho serveru pronikne hacker je béhem kazdého dne 0.01, nezévisle pro kazdy den.
Oznacme T pocet dntit do prvniho pruniku. Jaké je rozdéleni T, E(T), var(T)? Jakd je pravdépodobnost, ze
server zustane bezpeény po cely rok?

Reseni
T ~ Geom(0.01), E(T) = 100, var(T) = 52 = 839 = 9900, P[365 dni bez incidentu] = 0.99%%° ~ 0.025518

p

Uloha 2 (Test-driven probability)

Kazdy test programu muZe skonéit bud’ nalezenim chyby (iispéch) nebo ne (netispéch). Pfedpoklddame, Ze
pravdépodobnost nalezeni chyby pii jednom testu je 0.05 a vyvojai provede 20 nezavislych testii, oznac¢ime
X pocet nalezenych chyb. Jaké je rozdéleni X, E(X), var(X)? Jakd je pravdépodobnost, Ze nalezne prave tii
chyby?

Reseni

X ~ Bin(20,0.05), E[X] = 1,var(X) = np(1 — p) = 0.95, P[X = 3] = (¥)0.05% - 0.95!7 ~ 0.059582

Uloha 3 (Vyiizovani zddost{)

Historicka data ukazuji, Ze nas server obdrzi prumérné 30 zadosti za minutu. Pouzijte Poissonovo rozdéleni k
ur¢eni pravdépodobnosti, ze server obdrzi presné 40 zadosti v nasledujici minuté.

Reseni

51 : _ _ 30% 30 _ 584517784584313631057739257812500
Pouzijeme tedy Z ~ Poi(30) ~ P(Z = 40) = 5 - 7" = 309976736508 5980845039.¢30 ~ 0.0139435

Rozptyl
e Definice: rozptyl X je var(X) = E((X — E(X))?)

e Véta: var(X) = E(X?) — E(X)?

Véta: var(aX + b) = a? var(X)

Véta: pokud X 1Y, mdme var(X +Y) = var(X) + var(Y)
e Definice: smérodatnd odchylka X je ox = +/var(X)
e Definice: varia¢ni koeficient X je CVx = ox/E(X) (pokud E(X) > 0)

Uloha 4 (Rozptyl z definice)
Spoctete pifmo z definice rozptyl Unif(a,b) — stac¢i pro a = —2, b = 2. Srovnejte s tabulkou.

Reseni
var(X) = HH0ELE — o
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Uloha 5 (Sliiide to the right)
Dokazte, ze var(X + b) = var(X).

Reseni
E[(X 4 b)?] — E[X + b2 = E[X? 4+ 2bX + b%] — (E[X] + b)? = E[X?] + 20E[X] + b? — E[X]? + 22E[X] — b% =
E[X?] — E[X]? = var(X)

Uloha 6 (Geometrické rozdéleni a skdlovani)
Bud X ~ Geo(0.1) a Y ~ Geo(0.01). Zvolte konstantu ¢ tak, aby veli¢iny X a Z = c¢Y mély stejnou stiedni
hodnotu. Porovnejte rozptyl, smérodatnou odchylku a variacni koeficient pro X, Y, Z.

Reseni
E[X] = 10,E[Y] = 100, tedy je tieba nastavit ¢ := 1/10. Pak z tabulky var(X) = 2 = 19/11000 = 90,

var(Z) = ¢ -var(Y) = 155 - 19/91/0100000 = 99. Smérodatné odchylky jsou pak ox = v90,0y = V99 a varia¢ni

koeficienty jsou totéz, jen vydélené deseti.

Nahodné vektory

Uloha 7 (Opét hézeme kostkami)
Ozna¢me X, Y vysledky dvou nezéavislych hodu étyfsténnou kostkou (s ¢isly 1, ..., 4).

a) Jakd je pravdépodobnostni funkce Z; = max(X,Y)?
b) Jakd je pravdépodobnostni funkce Z5 = XY?
Ndpovéda: Jakych hodnot nabyvé vektor (X,Y), pokud max(X,Y) = k? Resp. v druhé éasti, pokud XY = k?

Reseni

le(l) = 1/16,]921 (2) = 3/16,])21 (3) = 5/16,])21 (4) = 7/16

pz,(1) = 1/16,pz,(2) = 2/16,pz,(3) = 2/16,pz,(4) = 3/16,pz,(6) = 2/16,pz,(8) = 2/16,pz,(9) = 1/16,pz,(12) =
2/16,pz, (16) = 1/16

Uloha 8 (A zase kostky)

Na kostce padne ¢islo 7 s pravdépodobnosti p; pro i = 1,..., k. Hodime n-krét a oznacime X; pocet hodu, kdy
padlo 7.
a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkei pro n.v. Xy, ..., Xj. (Bylo na pfednésce!)

b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?

c¢) V téhle ¢asti je k = 3, n = 10, p1 = p2 = p3 = 1/3. Urcete px,|x,(4/4).
Reseni
Oznacme (X7, ..., X}) pocty vyskytu jednotlivych hodnot v n hodech.

a) Pro nezédporna celd xi,...,xp se souétem x1 + --- + xp = n plati Pr(Xy; = z1,..., X = xx) =
#}Ik!pgfl ---pp¥. Jinak je tato pravdépodobnost rovna 0.

b) Margindln{ rozdéleni X; je binomické: X; ~ Bin(n, p;), P(X;=m) = (Z)p{”(l —pi)"m
To je vidét ,pohledem*, ale také jde ovérit poscitanim pres vSechny hodnoty s, ..., ) se souctem n —m

(pouzije se multinomickd véta).

¢) Podminéné na X3 = 4 zbyva 6 hodu, v nichz pada jen 1 nebo 2, a to s podminénymi pravdépodobnostmi
. 6
1/2,1/2. Tedy X | (X3 =4) ~ Bin(6,1/2), a proto px,|x,(4 [ 4) = (2) (%) = ﬁ.



Kovariance a korelace
o cov(X,Y) € E((X —E(X))(Y —E(Y))) & E(XY) — E(X)E(Y)
e cov(X,X) = var(X)
e cov(X,Y) je linedrni v obou slozkdch, tj. napt. cov(X,a1Y1 + a2Ys) = ajcov(X, Y1) + agcov(X, Y3)

o p(X,Y) = X))

OxXOoOy

Uloha 9 (Coco taxi)
Nezavislé ndhodné veliciny X,Y maji stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1. Polozime Zy =Y, Z; = X +0.3Y a
Zy = 04X 4+ Y. Spoctéte cov(X, Z;) a také korelaci p(X, Z;). Ktery obrézek odpovidd kterému vzorci?
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Reseni

Méame EX =EY =0, Var(X) = Var(Y) =1 a X,Y jsou nezdvislé, tedy cov(X,Y) = 0.
Pro Zy=Y: cov(X,Zy) =cov(X,Y) =0, (X, Zy) = 0.
Pro 7, = X +0.3Y:

cov(X, Z1) = cov(X, X) +0.3cov(X,Y) = 1.

Dale
Var(Z;) = Var(X) + 0.3*Var(Y) = 1 + 0.09 = 1.09,
takze
B cov(X, Z7) 1
VVar(X)Var(Z;)  +/1.09°

p(X, Zl)

Pro 7, =04X+Y:
cov(X, Zy) = 0.4 cov(X, X) + cov(X,Y) = 0.4.

Dale
Var(Z,) = 0.4*Var(X) + Var(Y) = 0.16 + 1 = 1.16,

tedy

0.4
p(X, Zs) = i

Nejsilngjsi zavislost mé Z; (levy obrézek), stiedni Zs (prostfedni obrédzek), nulovou Zy (pravy obrézek).



