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Podmı́něná středńı hodnota

Úloha 1 (Kv́ız)

V kv́ızu je 20 otázek s volbami a,b,c,d. Za správnou odpověd’ (vždy je jen jedna odpověd’ správná) je 1 bod, za

špatnou −1/4 bodu, za nevyplněnou otázku nula. Každá otázka je s pravděpodobnost́ı q jednou z těch, co se

Kv́ıdo naučil a tedy zná správnou odpověd’. Pokud správnou odpověd’ nezná, v́ı o tom, a může se rozhodnout,

zda tipovat.

a) Jaká je středńı hodnota počtu bod̊u, které Kv́ıdo źıská, pokud bude odpov́ıdat jenom otázky, u kterých

zná odpověd’?

b) A co když bude tipovat, když nezná správnou odpověd’?

c) Jak by se musela změnit penalizace za chybnou odpověd’, aby byly odpovědi v částech a, b stejné?

Řešeńı

Vždycky použijeme linearitu a E(X) = P (Z)E(X|Z) + P (Zc)E(X|Zc), kde P (Z) = q,E(X|Z) = 1, Y je pak

n.v. pro body z 20 otázek

1. Tady E(X|Zc) = 0, a tedy E(Y ) = 20q

2. Tedy je E(X|Zc) = 1 · 1/4 + (−1/4) · (3/4) = 1/16, a E(Y ) = 20
(
q + 1−q

16

)
3. Měla by být −1/3, aby E(X|Zc) ve druhém př́ıpadě vyšlo 0.

Úloha 2 (Trpělivost)

Můj poč́ıtač občas zlob́ı: každý den s pravděpodobnost́ı p > 0 zamrzne. Když se to stane dva dny po sobě, začnu

to řešit. Jaký je středńı počet dn̊u, než se to stane?

Řešeńı

Označ́ıme si jevy B1, B2, B3 jako jevy, kde B1 je
”
prvńı dva dny zamrznul“, B2 je

”
prvńı den zamrznul, druhý

ne“, a B3 je
”
prvńı den nezamrznul“. Pak E[X|B1] = 2, E[X|B2] = E[X] + 2,E[X|B3] = E[X] + 1. Celkem tedy

E[X] = p2 ·2+p(1−p)(E[X]+2)+(1−p)(E[X]+1) = 2p2+2p−2p2+pE[X]−p2E[X]+E[X]+1−pE[X]−p =

p+ 1 + E[X](1− p2)⇝ p2E[X] = p+ 1⇝ E[X] = p+1
p2 .

Úloha 3 (Riskuj!)

V televizńı soutěži si účastńık může vybrat dvě otázky. U otázky A odhaduje, že správně odpov́ı s pravděpodobnost́ı

0.8 (a dostane za to 1 000Kč). U otázky B je jeho pravděpodobnost úspěchu jen 0.5, zato za správnou odpověd’

dostane 2 000Kč. Po špatné odpovědi hra konč́ı, po správné může zkusit druhou otázku (a odměna za už správně

odpovězenou otázku mu při špatně odpovězené daľśı nepropadne).

a) Jaká je středńı hodnota výhry, pokud začne otázkou A?

b) Co když začne otázkou B?

c) Bonus: pokud jsou pravděpodobnost́ı úspěchu pA, pB a odměny mA, mB , jak se má soutěž́ıćı rozhodnout?

Řešeńı 1. 0.8 · 0.5 · 3000 + 0.8 · 0.5 · 1000 = 1600

2. 0.8 · 0.5 · 3000 + 0.2 · 0.5 · 2000 = 1400

3. Zač́ıt s prvńı: p1(p2 ·(m1+m2)+(1−p2)m1), zač́ıt s druhou: p2(p1 ·(m1+m2)+(1−p1)m2) – po úpravách

je výhodněǰśı zač́ıt s druhou otázkou, pokud m1 > m2 · (1−p1)p2

p1(1−p2)
.
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Název Pravděpodobnostńı funkce Rozsah (ImX) Středńı hodnota Rozptyl

Bernoulliho Ber(p) pX(1) = p, pX(0) = 1− p {0, 1} p p(1− p)

Binomické Bin(n, p) pX(k) =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k {0, 1, . . . , n} np np(1− p)

Geometrické Geo(p) pX(k) = (1− p)k−1p {1, 2, . . . } 1
p

1−p
p2

Poissonovo Poi(λ) pX(k) = e−λ λk

k! {0, 1, . . . } λ λ

Uniformńı Uni(a, b) pX(k) = 1
b−a+1 {a, a+ 1, . . . , b} a+b

2
(b−a+1)2−1

12

Poznávačka náhodných veličin

Úloha 4 (Hacker)

Pravděpodobnost, že do našeho serveru pronikne hacker je během každého dne 0.01, nezávisle pro každý den.

Označme T počet dn̊u do prvńıho pr̊uniku. Jaké je rozděleńı T , E(T ), var(T )? Jaká je pravděpodobnost, že

server z̊ustane bezpečný po celý rok?

Řešeńı

T ∼ Geom(0.01), E(T ) = 100, var(T ) = 1−p
p2 = 0.99

0.0001 = 9900, P [365 dńı bez incidentu] = 0.99365 ≈ 0.025518

Úloha 5 (Test-driven probability)

Každý test programu může skončit bud’ nalezeńım chyby (úspěch) nebo ne (neúspěch). Předpokládáme, že

pravděpodobnost nalezeńı chyby při jednom testu je 0.05 a vývojář provede 20 nezávislých test̊u, označ́ıme

X počet nalezených chyb. Jaké je rozděleńı X, E(X), var(X)? Jaká je pravděpodobnost, že nalezne právě tři

chyby?

Řešeńı

X ∼ Bin(20, 0.05),E[X] = 1, var(X) = np(1− p) = 0.95, P [X = 3] =
(
20
3

)
0.053 · 0.9517 ≈ 0.059582

Úloha 6 (Vyřizováńı žádost́ı)

Historická data ukazuj́ı, že náš server obdrž́ı pr̊uměrně 30 žádost́ı za minutu. Použijte Poissonovo rozděleńı k

určeńı pravděpodobnosti, že server obdrž́ı přesně 40 žádost́ı v následuj́ıćı minutě.

Řešeńı

Použijeme tedy Z ∼ Poi(30)⇝ P (Z = 40) = 3040

40! · e−30 = 584517784584313631057739257812500
3922767865085986845929e30 ≈ 0.0139435

Rozptyl

• Definice rozptyl X je var(X) = E((X − E(X))2)

• Věta: var(X) = E(X2)− E(X)2

• Věta: var(aX + b) = a2 var(X)

• Věta: pokud X ⊥ Y , máme var(X + Y ) = var(X) + var(Y )

• Definice: směrodatná odchylka X je σX =
√

var(X)

• Definice: variačńı koeficient X je CVX = σX/E(X) (pokud E(X) > 0)

Úloha 7 (Rozptyl z definice)

Spočtete př́ımo z definice rozptyl Unif(a, b) – stač́ı pro a = −2, b = 2. Srovnejte s tabulkou na minulé straně.

Řešeńı

var(X) = 4+1+0+1+4
5 = 2.

Úloha 8 (Sliiide to the right)

Dokažte, že var(X + b) = var(X).

Řešeńı

E[(X + b)2] − E[X + b]2 = E[X2 + 2bX + b2] − (E[X] + b)2 = E[X2] + 2bE[X] + b2 − E[X]2 + 2xE[X] − b2 =

E[X2]− E[X]2 = var(X)



Úloha 9 (Geometrické rozděleńı a škálováńı)

Bud’ X ∼ Geo(0.1) a Y ∼ Geo(0.01). Zvolte konstantu c tak, aby veličiny X a Z = cY měly stejnou středńı

hodnotu. Porovnejte rozptyl, směrodatnou odchylku a variačńı koeficient pro X, Y , Z.

Řešeńı

E[X] = 10,E[Y ] = 100, tedy je třeba nastavit c := 1/10. Pak z tabulky var(X) = 1−p
p2 = 9/10

1/100 = 90,

var(Z) = c2 · var(Y ) = 1
100 · 99/100

1/10000 = 99. Směrodatné odchylky jsou pak σX =
√
90, σY =

√
99 a variačńı

koeficienty jsou totéž, jen vydělené deseti.


