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Podminéna stredni hodnota

Uloha 1 (Kviz)

V kvizu je 20 otézek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vZdy je jen jedna odpovéd spravna) je 1 bod, za
Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otdzku nula. Kazdd otdzka je s pravdépodobnosti ¢ jednou z téch, co se

Kvido nauéil a tedy znd spravnou odpovéd. Pokud spréavnou odpovéd neznd, vi o tom, a milZe se rozhodnout,
zda tipovat.

a) Jakd je stfedni hodnota poctu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom otdzky, u kterych
zné odpoved'?

b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ nezné sprdvnou odpoveéd'?
c¢) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd’, aby byly odpovédi v ¢dstech a, b stejné?

Reseni
Vzdycky pouzijeme linearitu a E(X) = P(Z2)E(X|Z) + P(Z°)E(X|Z°¢), kde P(Z) = q,E(X|Z) =1, Y je pak
n.v. pro body z 20 otazek

1. Tady E(X|Z¢) =0, a tedy E(Y) = 20q
2. Tedy je E(X|Z°) =1-1/4+ (—1/4) - (3/4) = 1/16, a E(Y) = 20 (¢ + %)
3. Méla by byt —1/3, aby E(X|Z€) ve druhém piipadé vyslo 0.

Uloha 2 (Trpélivost)
Muj pocita¢ obcas zlobi: kazdy den s pravdépodobnosti p > 0 zamrzne. Kdyz se to stane dva dny po sobé, zacnu
to Fesit. Jaky je stfedni pocet dnti, nez se to stane?

Reseni

Oznacime si jevy Bi, B, B3 jako jevy, kde By je ,prvni dva dny zamrznul“, Bs je ,prvni den zamrznul, druhy
ne“, a Bs je ,prvni den nezamrznul“. Pak E[X|B;] = 2, E[X|B;z] = E[X]+ 2, E[X|Bs] = E[X] + 1. Celkem tedy
E[X] = p?-2+p(1 —p)(E[X]+2)+ (1 —p)(E[X] +1) = 2p° +2p—2p? + pE[X] — p?E[X] + E[X] +1 - pE[X] —p =

2 2 _ __ pt
p+1+EX](1 —p?) ~ p°E[X] =p+ 1~ E[X] = £,

Uloha 3 (Riskuj!)

V televizni soutézi si icastnik muze vybrat dvé otazky. U otazky A odhaduje, ze spravné odpovi s pravdépodobnosti
0.8 (a dostane za to 1000 K¢). U otdzky B je jeho pravdépodobnost tispéchu jen 0.5, zato za spravnou odpovéd
dostane 2 000 K¢. Po 3patné odpovédi hra konéi, po spravné muze zkusit druhou otédzku (a odmeéna za uz spravné
odpovézenou otdzku mu pii Spatné odpovézené dalsi nepropadne).

a) Jakd je stfedn{ hodnota vyhry, pokud za¢ne otdzkou A?

b) Co kdyz zacne otdzkou B?

¢) Bonus: pokud jsou pravdépodobnosti uspéchu p4, pp a odmény m 4, mp, jak se md soutézici rozhodnout?
Reseni 1. 0.8-0.5-3000+ 0.8 -0.5 - 1000 = 1600

2. 0.8-0.5-3000 + 0.2-0.5-2000 = 1400

3. Zagit s prvni: p1(pa- (m1+ms)+(1—p2)mq), zaéit s druhou: pa(py - (m1 +m2)+ (1 —p1)msz) — po upravach
(1—p1)p2

je vyhodnéjsi zacit s druhou otazkou, pokud my > ms - pilpa)”
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Nézev Pravdépodobnostnf{ funkce Rozsah (Im X)  Stiedn{ hodnota Rozptyl

Bernoulliho Ber(p) px(1)=p,px(0)=1-p {0,1} D p(1—p)
Binomické Bin(n,p) px (k) = (})p*(1 —p)"~* {0,1,...,n} np np(l —p)
Geometrické Geo(p) px(k) = (1 —p)*~1p {1,2,...} % lp_f
Poissonovo Poi(A) px (k) = e_)‘),;—]; {0,1,...} A A
Uniformn{ Uni(a,b)  px (k) = 5=z {a,a+1,...,0} oft %

Poznavacka nadhodnych veli¢in

Uloha 4 (Hacker)

Pravdépodobnost, ze do naseho serveru pronikne hacker je béhem kazdého dne 0.01, nezavisle pro kazdy den.
Ozna¢me T pocet dnu do prvniho pruniku. Jaké je rozdéleni T, E(T), var(T)? Jakd je pravdépodobnost, ze
server zustane bezpeény po cely rok?

Reseni
T ~ Geom(0.01), E(T) = 100, var(T) = 52 = 839 = 9900, P[365 dni bez incidentu] = 0.99%%° ~ 0.025518

p

Uloha 5 (Test-driven probability)

Kazdy test programu muZe skonéit bud’ nalezenim chyby (iispéch) nebo ne (netispéch). Pfedpoklddame, Ze
pravdépodobnost nalezeni chyby pii jednom testu je 0.05 a vyvojar provede 20 nezavislych testu, oznacime
X pocet nalezenych chyb. Jaké je rozdéleni X, E(X), var(X)? Jakd je pravdépodobnost, ze nalezne praveé tii
chyby?

Reseni

X ~ Bin(20,0.05), E[X] = 1,var(X) = np(1 — p) = 0.95, P[X = 3] = (%)0.05% - 0.95'7 ~ 0.059582

Uloha 6 (Vyiizovani zddost{)

Historicka data ukazuji, Ze nas server obdrzi prumérné 30 zadosti za minutu. Pouzijte Poissonovo rozdéleni k
ur¢eni pravdépodobnosti, ze server obdrzi presné 40 zadosti v nasledujici minuté.

Reseni

- : _ _30% _30 _ 584517784584313631057739257812500
Pouzijeme tedy Z ~ Poi(30) ~» P(Z = 40) = 57 - e = 3022767865085986845929650 ~ 0.0139435

Rozptyl
e Definice rozptyl X je var(X) = E((X — E(X))?)

Véta: var(X) = E(X?) — E(X)?

e Véta: var(aX +b) = a? var(X)

e Véta: pokud X LY, mdme var(X +Y) = var(X) + var(Y)

e Definice: smérodatnd odchylka X je ox = y/var(X)

e Definice: varia¢ni koeficient X je CVx = ox /E(X) (pokud E(X) > 0)

Uloha 7 (Rozptyl z definice)

Spoctete piimo z definice rozptyl Unif(a, b) — sta¢i pro a = —2, b = 2. Srovnejte s tabulkou na minulé straneé.
Reseni

var(X) = 42014 — 9

Uloha 8 (Sliiide to the right)

Dokazte, ze var(X + b) = var(X).

Reseni

E[(X + b)?] — E[X + b2 = E[X2 + 2bX + %] — (E[X] + )? = E[X?] + 2BE[X] + b — E[X]? + 22E[X] — b =
E[X?] — E[X]? = var(X)



Uloha 9 (Geometrické rozdéleni a skalovéni)
Bud X ~ Geo(0.1) a Y ~ Geo(0.01). Zvolte konstantu ¢ tak, aby veliéiny X a Z = ¢Y maély stejnou stfedni
hodnotu. Porovnejte rozptyl, smérodatnou odchylku a varia¢ni koeficient pro X, Y, Z.

Reseni
E[X] = 10,E[Y] = 100, tedy je tfeba nastavit ¢ := 1/10. Pak z tabulky var(X) = 1p_2p = 19/11000 = 90,

var(Z) = ¢* - var(Y) = 15 - 19/91/0100000 = 99. Smérodatné odchylky jsou pak ox = v90,0y = /99 a varia¢ni

koeficienty jsou totéz, jen vydélené deseti.




