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Jesté troska nahodnych veli¢in

Nézev Znagcen{ Pravdépodobnostni funkce Rozsah (Im(X)) Stfedni hodnota
Bernoulliho X ~ Ber(p) px(1)=p,px(0)=1—p {0,1} P
Binomické X ~ Bin(n,p) px (k) = (Z)pk(l —p)n—k {0,1,...,n} np
Geometrické X ~ Geo(p) px(k) = (1 —-p)F1p {1,2,...} 1/p
Poissonovo X ~ Poi(A) px (k) = e_’\% {0,1,...} A
Uniformni{ X ~ Uni(a,b) px (k) = ﬁ {a,a+1,...,b} ath
Hypergeometrické X ~ Hyp(N,K,n) px(k)= {0,1,2,...,min(n, K)} n%

Uloha 1 (Kters je tohle distribuce?)
Uvazme m + n hodu spravedlivou Sestisténnou kostkou. Ozna¢me X pocet Sestek z prvnich m hodu, Y pocet
Sestek z poslednich n hodu. Jaka je distribuce X, Y a X +Y?

Reseni
Po fadé Bin(m,1/6),Bin(n,1/6), Bin(m + n,1/6).
Uloha 2 (Odpoved zni: Jigglypuff, pohled shora)

V pytliku je N bonbénu, z nichz K je dobrych. Nahodné vytdhneme n z nich, oznacime X pocet dobrych
vytazenych bonbénu.

a) Jak se jmenuje rozdéleni n.v. X?
b) Jakd je P(X = k)?
¢) S pomoci tabulky urcete E[X], pro n = 1 si rozmyslete, Ze to je jasné.

Reseni a) Hypergeometrické, mélo zaznit na piednésce

b) P(X = k) = WDG=k)

n

c) Dle tabulky n.

Stfedni hodnota

Pro diskrétni ndhodnou velicinu X definujeme jeji stfedni hodnotu E[X] = > z-P[X =x].
z€Im(X)
Uloha 3 (Kostky jsou vrzeny)
Po hodu kostkou dostaneme za Sestku 10 korun, za pétku 7 korun, za ostatni zaplatime 5 korun. Jak4 je stfedni
hodnota vyhry?
Reseni
Podle definice E(X) =10- g+ 7§ + (=5) - § = 22420 = 1.
Stredn{ hodnota vyhry je tedy —1/2 koruny.
Uloha 4 (Lovci ponozek)
Mame neomezeny pocet Cernych a ¢ervenych ponozek. Ponozky vytahujeme poslepu, obé barvy jsou stejné
pravdépodobné.

a) Kolik ponozek ve stfedni hodnoté vytdhneme, nez budeme mit dvé stejné barvy?

b) Reste totéz pro tii rizné barvy.
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Reseni a) S pravdépodobnosti 1/2 ndm staci 2 tahy, a za 3 tahy médme dvé barvy urcité (tj. pravdépodobnost
je zbyvajici polovina), tedy E[X] = 2.5

b) 2:3-(1/3)24+3-6-(1/3)2-(2/3)+4-(1—1/3—-4/9)=2-1/3+3-4/9+4-2/9 = 26/9

Uloha 5 (Know when to walk away)
Nové kasino nabizi ndsledujici hru: vsadime z korun, s pravdépodobnosti 1/2 o né pfijdeme, ale s pravdépodobnosti
1/2 vyhrajeme 2z (navic k nasim x korundm).

a) Jaka je stfedni hodnota vyhry?

b) Zaéindme s k korunami. Pokud chceme maximalizovat stiedni hodnotu nasich ziska po n kolech, jak to
udeélat (a kolik ta stfedni hodnota je)?

c) Jaka je pravdépodobnost, Ze s takovou strategii ptijdeme o vSechny penize?
d) Jakou strategii byste zvolili?

Reseni a) Cistd vyhra m4 stfedni hodnotu E[X] = (—z)-1/2+2z-1/2 = 2/2, kde 2 je sdzka. Tedy ve stiedn{
hodnoté po jednom kole médme 3z/2 minci.

b) Indukef z piedchoziho pak mdme, Ze po £ kolech bychom méli (%)ex, a tedy je nejlepsi vzdycky sazet celou
¢éstku pro (2)"k
¢) Musime aspori jednou prohrét, coz se stane s pravdépodobnost{ 1 — 27",
d) Pokud maximalizujeme pouze stfedni hodnotu koneéného bohatstvi, vychéz{ ,vsad viechno“. To je ale
extrémné riskantni.
Rozumnéjsi strategie zavisi na cili:
e chceme-li maximalizovat stfedni hodnotu penéz, pak vidy vsechno;
e chceme-li vyrazné snizit riziko bankrotu, pak sazet jen ¢ast kapitélu;

e pii maximalizaci otekdvaného logaritmu bohatstvi (Kellyho kritérium) bychom volili takovy podil f,
ktery maximalizuje

%1og(1 -+ %log(l +2f).

I . (s
Derivaci vyjde optimum |f = —|, tedy sazet ¢tvrtinu aktudlniho kapitalu. Zduvodnéni, pro¢ to dava

L 4
smysl, ptujde az po zdkonech velkych &isel. Ale intuitivné: tvaiim se, ze presné v poloviné piipadu

vyhraju, v poloviné prohraju, na poradi nezalezi, maximalizuju vyhru pro takovéhle potadi.

Linearita stfedni hodnoty
Méme-li ndhodné veliciny X1,..., X, a aq,...,a, € R, pak Ela; X1+ -+ an Xp] = 1 E[Xq] + - - - + @, E[X,,].

Uloha 6 (Hody minci)
Hodime n-krat korunou, ktera ma pravdépodobnost, ze padne Panna, rovnou p.

a) Oznatme X pocet po sobé jdoucich hodu PO. (Napf. pokud n = 6 a padlo postupné POOPOO, tak
X = 2.) Urcete E(X).

b) Rozmyslete si, pro¢ se nejednd o binomické rozdéleni.
¢) Ozna¢me ted Y pocet opakovani hodi POP, jakd je E(Y)?
Reseni a) E(X)=(n—1)-p-(1—p)
b) Indikdtory nejsou navzajem nezavislé, X; a X, 1 nemohou byt zdroven 1.

¢) E(Y)=(n—-2)-p*-(1-p)



Uloha 7 (G(n,p))

Hodime (g)—krét korunou, na které padne Panna s pravdépodobnosti p. Pfitom tvofime graf s vrcholy V =
{1,2,...,n}. Postupné pro vsechny dvojice {i,j} € (‘2/) uréime, jestli jsou spojené hranou — to bude tehdy, kdyz
prislusnym hodem padla Panna. Vzniklému grafu se ikd (Erdésuv-Rényiho) ndhodny graf G(n,p).

Ukazte, ze stfedni hodnota poctu hran v grafu je p(g) a stfedni hodnota poétu trojihelnikd v grafu je p3 (g)
Reseni

Standardni indikatory: méame ('2’) hran, kazda s pravdépodobnosti p. Mdame (g) trojuhelniku, kazdy se objevi s

pravdépodobnosti p® (vechny hrany mus{ byt vybrané).

Uloha 8 (Za dva dny je PI(E) day!)
Ptipomeiite si definici indikatorové ndhodné veliciny I 4.

a) Jakd je E(14)?
b) Necht A = AiUAsU---UA,,. Ovéite rovnost 1 — Iy = H?:l(l - IA'L)'

¢) Rozndsobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty. Dostanete princip inkluze a exkluze, ktery zndte
z diskrétni matematiky.

Reseni 1. P(I4)
2. Pokud I4 =1, pak néjaké I4, = 1 a naopak.

3. TODO

Bonusové ulohy

Uloha 9 (Shératel Hot Wheels)
Ke kazdému ndkupu dostaneme jako dérek auticko — ndhodné vybrané z n typu. Kolik prumérné musime udélat
néakupt, nez dostaneme vsechny typy auticek?

Reseni

Nemuzeme udélat ndhodné veli¢iny typu ”pocet jinych auticek do prvniho spravného auticka”, takze udélame
ndsledujici: celkovy pocet ndkupu budiz T =T + ...+ T, kde T; je pocet ndkupi mezi ziskdnim (i — 1)-nfho
a i-tého nového auticka. Jisté vidime, ze T; ~ Geo(%ﬁfl)), coz mé stfedni hodnotu E[T;] = =t Pak

n
E[T)=> E[T;]= > ==y = 1 Hn =nlogn+yn + 14+ 0O(2), kde v je Eulerova-Mascheroniho konstanta,

nebo obecné slabéji_O(n logn).



