3. cviceni

Pravdépodobnost a statistika 1, 5. 3. 2026 https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2526/past/

Bayes

Uloha 1 (Spam or ham?)
Petr dostdvd hodné emailu, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 % spamu spravné oznaci, ale
také 5 % fadnych emailt oznadi jako spam.

1. Kolik procent emaili bude oznaceno jako spamy?
2. Kolik procent fddnych emailu je mezi témi, co jsou oznacené jako spamy?
3. Kolik procent spamt je mezi emaily, které testem prosly?

Reseni
Zmacime jevy: O: ,oznaceny jako spam®, S : ,je spam“.

1. P(O) = P(0|S) - P(S) + P(O|-S) - P(=S) = 0.9-0.8 4+ 0.05-0.2 = 0.73

_ P(O|=5)-P(=S) _ 0.05-0.2 _ 1
2. P(=S510) = PO =07 73

3. P(S|-0) = PEASIP(S) _ 0108 _ 8

P(—0) 0.27 27

Nezavislost jevu

Uloha 2 (Nezévislost a dopliiky)

Ukazte, ze jsou-li jevy A, B nezavislé, pak jsou nezdvislé i A, B¢ a také A¢, B°.

Reseni

P(AnB°)=P(A)—P(ANB)=P(A)— P(A)- P(B)=P(A)-(1-P(B))=P(A) - P(B°).
Dva dopliky analogicky pro A = B¢, B = A.

Uloha 3 (Nezdvislost a disjunktnost)

Mohou byt dva jevy nezavislé a zaroven disjunktni?

Reseni

Pokud A, B jsou disjunktni, pak P(A N B) = 0, a tedy pro nezdvislost nutné musi platit P(A)P(B) = 0, coZ
nastane jen tehdy, kdyz P(A) =0V P(B) = 0.

Tedy ano, muzou, ale jen tehdy, kdyz alespon jeden z téchto jevii je nemozny (mé nulovou pravdépodobnost).

Uloha 4 (Nezdvislost a podmnoziny)

Mohou byt jevy A, B nezdvislé a zaroven A C B?

Reseni

Méme P(A) = P(AN B) = P(A)P(B), a tedy P(A) = P(A)P(B), coz muze nastat jen tehdy, kdyz P(A4) = 0,
nebo P(B) = 1.

Uloha 5 (Na lovu jevi)
Najdéte jevy A, B, C (na libovolném pravdépodobnostnim prostoru), které

1. jsou nezavislé.
2. nejsou po dvou nezavislé, ale P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C).
3. jsou po dvou nezavislé, ale P(AN BNC) # P(A)P(B)P(C).

Reseni 1. Hézeme tii kostky, A, B,C jsou na prvni/druhé/treti kostce padla jednicka
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2. Hézeme jednou Sestisténnou kostkou: A: ,padla sedmicka®, B : ,padla dvojka®, C : ,padla trojka“ P(BN
C)=0+#P(B)P(C)=1/36,a P(A)P(B)P(C)=0=P(ANBNCQC).
Méné liné: hdzeme dvéma Sestisténkami, a mame A : ,na prvni kostce padla 1, 2 nebo 3“, B : ,na prvni
kostce padlo 3, 4, 5 a C' : ,souCet na obou kostkdch je 9“. Pak P(A) = P(B) = 1/2,P(C) = 1/9,
P(ANB)=1/6 #1/4,P(ANC)=1/36 #1/18, P(BNC) =1/12#1/18, ale PIANBNC) =1/36 =
P(A)P(B)P(C).

3. Opét dvé kostky, jevy: A : ,soucet kostek je 7¢, B : ,na prvni kostce padla 3%, C': ,na druhé kostce padla
4“. Pak P(A) = P(B)=P(C)=1/6,a P(ANB)=P(ANC)=PANC)=1/36,ale PLANBNC) =
1/36 # 1/216 = P(A)P(B)P(C).

Piipravka na nahodné veliciny

Uloha 6 (Pokusy)
Prokop héz{ basketbalovym micem na kos, v kazdém pokusu mé pravdépodobnost zdsahu 1/10, pokusy jsou
nezavislé. Skonéi po prvni trefé. Ozna¢me X celkovy pocet hodi.

1. Jakd je P[X > k]?
2. Jak4 je distribuce X? Tj. uréete pravdépodobnostni funkci px, tj. pro kazdé « uréete P[X = z].
3. Jakd je P[X > 10|X > 5]7

Reseni 1. P[X > k] = (1—1/10)*

2. PIX =k =(1- 1710)k—1%

3. P[X > 10[X > 5] = G=1300 — (1 - 1/10)°

Uloha 7 (Pokusy, ale jinak)
Navazujeme na piedchozi tlohu: ozna¢me Y = X mod 2, tj. Y = 0, pokud je X sudé, jinak Y = 1. Urcete
distribuci Y (tj. urcete P[Y = y] pro vSechna y € R).

Reseni

Jediné dvé zajimavé hodnoty jsou 0 a 1, a pro ty: P[Y = 1] = > % - (

1 100 _ 10 . < —0l = 9
E-l—g—19,at1mpademP[Y—O]—1O.

Uloha 8 (Pokusy, ale jesté jinak)

Quido také hazi micem na kos, mé pravdépodobnost p, ze se trefl a také jsou hody nezavislé. Ozna¢me Z pocet
zasahu z n pokusu. Urcete distribuci Z (tj. P(Z = k) pro vSechna k).

Reseni

Pro k <0,k >n,k ¢ N: P[Z=Fk]=0. Jinak P[Z = k] = (})p"(1 — p)"~*.

Nézev Znaceni Pravdépodobnostn{ funkce Rozsah (Im(X)) Stfedn{ hodnota
Bernoulliho X ~ Ber(p) px(1)=p,px(0)=1—p {0,1} D
Binomické X ~ Bin(n,p) px(k) = ()p"(Q—p)nFk {0,1,...,n} np
Geometrické X ~ Geo(p) px(k)=(1—-p)F1p {1,2,...} 1/p
Poissonovo X ~ Poi()\) px (k) = e”‘% {0,1,...} A
Uniformni X ~ Uni(a,b) px (k) = ﬁlﬂ {a,a+1,...,b} ath
Hypergeometrické X ~ Hyp(N,K,n) px(k)= {0,1,2,..., min(n, K)} n%

Uloha 9 (Klice)
Na krouzku mame pét kli¢u, jeden z nich je spravny, ale my nevime jaky. ZkouSime oteviit dvere.



1. Po kazdém pokusu se ndam krouzek vysmekne, a vybirame vzdy znovu ndhodné.
2. Vybirdme v ndhodném poradi, ale kazdy kli¢ jenom jednou (muzeme si je poznacit).

V obou piipadech zkoumame, kolikatym pokusem dvefe otevieme. Jaké je rozdéleni této nahodné velic¢iny? Tj.,
urcete, jaka je pravdépodobnost, ze dvefe otevieme k-tym pokusem.
Jak by oba ptedchozi piipady dopadly, kdybychom méli 10 kli¢i, ale dva byly spravné?

Reseni 1. Geom(1/5)
2. uniformni na [5]
3. Geom(1/5)
Loy (1) = 2/10,y(2) = & - 2oy (k) = 125 - T} 22

Uloha 10 (Narozeniny)
Na prednéasku je prihlaseno 234 lidi. Jaka je pravdépodobnost, ze presné jeden z nich ma dnes narozeniny?
Ignorujte prestupné roky, uvazujte, ze vSsechny dny jsou stejné pravdépodobné pro narozeni.

1. Pouzijte binomické rozdéleni.
2. Pouzijte aproximaci pomoci Poissonova rozdéleni: Bin(n, A/n) je pfiblizné Poi(A).
3. Co se zméni, kdyz budeme uvazovat narozeniny zitra?

Reseni 1. Rozdélenf je X ~ Bin(234,1/365) ~ px (1) = 234 - g’g‘;% ~2 0.338304648

2. Vezmeme tedy Poi(234/365), z cehoz vyjde e=234/365 . (234/365) ~ 0.337674748.
3. Rozdéleni a pravdépodobnosti jsou stejné, ale hodnoty X a Y se muzou lisit.

Uloha 11 (Kters je tohle distribuce?)
Uvazme m + n hodu spravedlivou Sestisténnou kostkou. Oznacme X pocet Sestek z prvnich m hodu, Y pocet
Sestek z poslednich n hodu. Jakd je distribuce X, Y a X + Y7

Reseni
Po fadé Bin(m,1/6), Bin(n,1/6), Bin(m + n,1/6).

Uloha 12 (Odpovéd zni: Jigglypuff, pohled shora)
V pytliku je N bonbénu, z nichz K je dobrych. Ndhodné vytdhneme n z nich, ozna¢ime X pocet dobrych
vytazenych bonboénu.

1. Jak se jmenuje rozdéleni n.v. X7
2. Jakd je P(X =k)?
3. S pomoci tabulky urcete E[X], pro n = 1 si rozmyslete, Ze to je jasné.

Reseni 1. Hypergeometrické, mélo zaznit na prednasce
N*K)

2. P(X:k):%

n

3. Dle tabulky n%

Bonusové tlohy

Uloha 13 (Sir, this is a Wendy’s)

Pokud vidime bilého pudla, zvySuje to nasi duvéru, ze je kazdd vrana ¢ernd?
Reseni

Vice zde: https://en.wikipedia.org/wiki/Raven_paradox


https://en.wikipedia.org/wiki/Raven_paradox

Uloha 14 (Hra v Sankt Petérburgu)
Hézime opakované minci. Pokud poprvé padla panna v n-tém hodu, dostaneme odménu 2" . Kolik byste byli
ochotni zaplatit za ticast v této hre?

Reseni
Stiedni hodnota je nekone¢no.

Uloha 15 (Prosecutor’s fallacy)

Pani C. umiely dvé déti kratce po narozeni. Je obzalovang za dvojngsobnou vrazdu. Zalobce argumentuje takto:
Pravdépodobnost syndromu ndhlého dmrt{ kojenctu je 1/8500. Takze pravdépodobnost dvou takovych jevu je
1/85002. Tud{z pravdépodobnost, ze pani C. je nevinna, je 1/85002, coz je hodné mélo. Formulujte argumenty
zalobce v Te¢i pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé chyby.

Reseni
Pravdépodobnosti nemusi byt nezavislé, a tohle je pst dvou ndhlych tmrti za pfedpokladu, ze je nevinna.
Naopak, jakd je pst toho, Ze je nevinnd, za predpokladu dvou umrti je tézké fict.

Uzitecné pojmy
Definice. Bud' I libovolnd mnozina indexu. Jevy {A; : i € I} nazveme nezdvislé (independent), pokud pro
kazdou kone¢nou mnozinu J C I

P(() 4 =[] P4y

jeJ jeJ
Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoziny J, nazyvéame jevy {A; : i € I} po dvou nezdvislé (pairwise
independent).



