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Uloha 1 (Hod dvéma mincemi)

Hodime korunou a dvoukorunou, na kazdé z nich pada panna s pravdépodobnosti p, hody jsou na sobé nezavislé.

1. Jaka je pravdépodobnost, ze na obou padne panna, pokud padla panna na koruné?

2. Jaka je pravdépodobnost, Ze na obou padne panna, pokud padla panna aspon na jedné minci?
Je bez pocitani jasné, ktera pravdépodobnost je vétsi?

Reseni 1. p, protoze jsou hody nezévislé

2. ﬁ, protoze moznosti jsou (O, P), (P, 0), (P, P).

Uloha 2 (Hey Brother)

Krél zemé mé préavé jednoho sourozence. Jaké je pravdépodobnost, ze kral mé bratra? (Ujasnéte si vSechny
predpoklady, které pouzivite! Co jsou elementdrni jevy?)

Reseni

Z4alezi na predpokladech: bud 1/2 pokud se vlddcem stdvd automaticky nejstarsi nezdvisle na pohlavi, nebo
1/3 pokud nejstarsi syn = vladce, nebo 1 pokud nejstarsi dcera = vlddkyné. Zdroven jesté predpokladdme, ze
pravdépodobnost narozeni syna a dcery je tatdz, a ze pohlavi sourozencu jsou nezavisla.

Elementarn{ jevy jsou dvojice muz/Zena.

Uloha 3 (Korelujeme?)
Jaky je vztah tvrzeni P(A|B) > P(A) a P(B|A) > P(B)?
Reseni

Z definice P(A|B) - P(B) = P(AN B) = P(B|A) - P(A) ~ 2B = 2B,

Uloha 4 (Pficka je sprusle je Spricle je Sprusle je schudek je st(o)upétko je tycka je zbrdlina)
V krabici sto pficek jsou ¢tyfi nalomené. Vytahneme postupné tii Sprusle. Oznaéme A; jev .i-td Spricle neni
nalomena“.

1. Spoctéte P(A; N As). VyuZijte podminénou pravdépodobnost.

2. Spoctéte P(A; N Ay N A3). Opét vyuzijte podminénou pravdépodobnost. Pokud si nebudete védét rady,
kouknéte na prvni uziteény vzorec.

Reéem’ 1. P(Al ﬂAg) = P(A2|A1) . P(Al) = % . %

2. P(A; N Ay N A3) = P(A3]A1 N A3) P(A| A1) P(Ay) = 2. 5. 96
Uloha 5 (Kos-tic-ky)
Mame t¥i normalni Sestisténné hraci kostky a jednu specidlni Sestisténnou kostku, kde jsou tii jednicky a tii
dvojky. Vybereme uniformné ndhodné jednu z kostek, hodime.

1. Jaka je pravdépodobnost, ze padne jednicka?
2. Jaka je pravdépodobnost, ze jsme vybrali normalni kostku za podminky, ze padla jednicka?

Reseni 1. P(J):i.%+l.1:

Uloha 6 (Spam or ham?)
Petr dostdva hodné emailu, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 % spamu spréavné oznadi, ale
také 5 % faddnych emailt oznadi jako spam.

1. Kolik procent emaili bude oznaceno jako spamy?


https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2526/past/

2. Kolik procent fadnych emailu je mezi témi, co jsou oznacené jako spamy?
3. Kolik procent spamt je mezi emaily, které testem prosly?

Reseni

Znagime jevy: O: ,oznaceny jako spam®, S : ,je spam“.
1. P(O) = P(0O|S) - P(S)+ P(O]-~S) - P(=S)=0.9-0.840.05-0.2=0.73

P(O|-8)-P(=S 0.05-0.2 _ 1
2. P(=5]0) = ( ‘P()O)( = 073 73

3. P(S|-0) = P(=0]5)-P(S) _ 0.1.0.8 _ 8

P(=0) 0.27 27

Uloha 7 (Monty Hall)

V soutézni hie stojime na podiu pred tfemi dvefmi. Za dvojemi je koza (tu nechceme, moc zere), za zbylymi
auto (to chceme, i kdyz vlastné také moc zere). Vybereme si jedny dvefe, ale nez je otevieme, moderétor otevie
jedny ze zbylych dveii, ukdze za nimi kozu, a nabidne ndm, ze muzeme svoji volbu zménit. Mdme to udélat?
Pomuze to? Uvédomte si, ze zaddn{ ma (minimdlné) nasledujici dvé varianty:

(a) moderdator vi, kde je auto, a tomu prizpusobi, které dvefe otevie;
(b) moderator si hodf korunou, které dveie oteviit. Kdyby odhalil auto, tak bychom asi nezavinéné prohrali,

ale to se zrovna nestalo.

Pro snazsi domluvu: vybereme dvete ¢islo 1, auto je za ndhodnymi dvermi. Poté, co moderator otevie dvere 2
nebo 3, tak nasi volbu zménime. Spocitejte pravdépodobnost, Ze vyhrajeme auto, ve variantach (a), (b).

Reseni
Znacime jevy Aj, Aa, Az, Oz, O3 jako Auto je za prvnimi dvefmi, i-té dvefe byly Otevieny.
— P[Os|A1]-P[A:] _ 33 _ 5 _ 16 _1 ’ 5
P[A1|0:] = =255, = P{OAIAL) PAT T P(OaTAs) - P(A) T P(OaTAa) P(Aa) = T707T = 172 = 3, drubé pravdépodobnost
analogicky.
. P(K|A)-P(A 1.1
Jako nize: P(A|K) = PKIA)-P(A) Il,(;()( ) = = = %

Druhd varianta: znac¢ime jevy A jako vybrali jsme si prvné auto, K jako Monty Hall spadnul na kozu. Pak

P(K|A)-P(A 1.4 1/3
PAIK) = U505 = oy = 3 =5

Uloha 8 (Mincovn{ prevaha)

Alice ma n + 1 minci, Bob jich ma n. Oba hod{ vSemi svymi mincemi a spocitaji, komu padne kolikrdt panna.
Ukazte, ze pravdépodobnost, ze Alici padla panna vicekrat, je 1/2. (Ndvod: Predstavte si, Ze Alice si dd jednu
minci stranou a napted spocitd téch n ostatnich, teprve pak pripocte tu posledni.)

Reseni
Nejdifve hodime n mincemi. Pak je bud s pravdépodobnosti p Alice ve vedeni, nebo je s pravdépodobnosti
p Bob ve vedeni, a nebo s pravdépodobnosti 1 — 2p maji stejné. Potom jesté hodime posledni minci — ma

pravdépodobnost 1/2, ze hod{ pannu. Tedy celkové vyhraje s pravdépodobnosti p + % =1/2.

Bonusové ulohy

Uloha 9 (Prosecutor’s fallacy)

Pani C. umiely dvé déti kratce po narozeni. Je obzalovans za dvojngsobnou vrazdu. Zalobce argumentuje takto:
Pravdépodobnost syndromu ndhlého timrt{ kojencu je 1/8500. Takze pravdépodobnost dvou takovych jevu je
1/85002. Tud{z pravdépodobnost, ze pani C. je nevinnd, je 1/85002, coz je hodné mélo. Formulujte argumenty
zalobce v Teci pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé chyby.

Reseni
Pravdépodobnosti nemusi byt nezavislé, a tohle je pst dvou ndhlych tmrti za pfedpokladu, ze je nevinna.
Naopak, jakd je pst toho, Ze je nevinnd, za predpokladu dvou dmrti je tézké fict.

Uloha 10 (Simpsonity paradox)
V této loze budeme mit bonbony dvou druhu: dobré ¢ervené a nedobré zelené. Bonbony ale vybirame z nddoby
poslepu (nebo jsme barvoslepi). Rozhodnéte, zda se muze stdt nasledujici podivnost:



e Pii vytahovani bonbonu z bilé krabice mame vyssi pravdépodobnost, ze vytdhneme dobry bonbon, nez
z ¢erné krabice.

e Pii vytahovani bonbonu z bilého sacku mame vyssi pravdépodobnost, ze vytdhneme dobry bonbon, nez
z ¢erného sacku.

e Pokud pfesypeme bonbony z bilého sdcku do bilé krabice (a z cerného do ¢erné krabice), tak budeme mit
lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu v ¢erné krabici.

Reseni e bild krabice: 2/8, ¢ernd krabice: 1/5
o bily sicek: 2/2, cerny sacek: 4/5
e Dbilé dohromady: 4/10, ¢erné dohromady: 5/10.

Uloha 11 (Bertrandiv paradox)
Rovnostrannému trojihelniku se stranou 1 opiSeme kruznici, na té vybereme ndhodnou tétivu. Jaka je pravde-
podobnost, ze délka tétivy je vétsi nez 17

Reseni
Zalezi na tom, co znamena "nahodna tétiva”.

e tétivu bereme ndhodné pres oba jeji pruseciky s kruznici: pak je pst 1/3 (BUNO se prvni trefil do vrcholu,
pak, aby byla tétiva delsi, musi byt v prostfedni tfetiné)

e tétivu bereme tak, ze vezmeme bod na kruznici, a pak vezmeme bod na poloméru mezi bodem a stiedem:
protoze hrana trojihelnika déli polomér napul, je pravdépodobnost 1/2

e vezmeme bod kdekoliv uvniti kruznice, a to bude stied tétivy — aby pak tétiva byla delsi, musi byt v
soustfedném kruhu s poloviénim prumérem, takze polocha je ¢tvrtinovd, a pravdépodobnost je 1/4.

Na procviceni

Uloha 12 (Thopter Depths)

Hrajeme karetni hru, ve které vsichni hraji tfi typy balicki: control hraje 45 % hréca, aggro hraje 26 % hracu
a midrange hraje 29 % hracu. Sestavili jsme novy combo balik, a zjistili jsme, Ze proti controlu médme Sanci na
vyhru 40 %, proti aggru 55 % a proti midrange 75 %. Jakd je Sance, ze vyhrajeme prvn{ hru? (Predpoklddejme,
Ze soupefe vybirdme ndhodné.)

Reseni
Véta o uplné pravdépodobnosti: jevy V' vyhra, C, A, M proti komu hraju: P(V) = P(V|C) - P(C) + P(V|A) -
P(A)+ P(V|M) - P(M)=0.4-0.45+ 0.55-0.26 + 0.75 - 0.29 = 0.5405.

Uloha 13 (Dvé predpovédi)

Pro planovéni vyletu do Krkono§ pouzivame éeskou a polskou piredpovéd pocasi. Piedpokladejme, 7ze kazda z
nich m4 tutéz pravdépodobnost tspéchu p € [0, 1], obé predpoveédi jsou nezdvislé a maji jen dva vysledky: bude
prset, nebude prset. Pouzivame je takto: pokud se shoduji, véfime jim, pokud ne, hodime si spravedlivou minci.
Jakd je pravdépodobnost, ze se rozhodneme spravné?

Reseni

Rozhodneme se spravné, pokud bud’ jsou obé tispésné, nebo je pravé jedna ispésnd a hod dopadne dobie. Takze
Pltspech] = p? + 20522 = p(p + 1 - p) = p.

Intuice: Pokud se predpovédi neshoduji, pak hod minci také znamena, ze si ndhodné vyberu, které z téch dvou
protifeéicich si piedpoveédi véiim. Ale to mohu udélat i v piipadé, Ze se shoduji. Takze af uz se piedpovedi
shodly nebo neshodly, j& si ndhodné vyberu jednu predpovéd a té véiim. Tim paddem pravdépodobnost, Ze
uhodnu spravné pocasi, je rovna pravdépodobnosti, ze jedna konkrétni predpovéd uspéla, coz je presné p.



Uziteéné vzorce

e Zietézené podminovani: Pokud A;,..., A, € Fa P(41N---NA,) >0, tak
n—1
P(A;NAyN---NA,) = P(A1)P(A2| Ay P(As| Ay N Ay) ... P(Ay| (] 4)
i=1

e Véta u Gplné pravdépodobnosti: Pokud By, By, ... je rozklad Q a A € F, tak

P(A) = ZP(A|Bi)P(Bi)

(s¢itance s P(B;) = 0 povazujeme za 0).

e Bayesova véta: Za predpokladi minulé ¢ésti,

_ P(A|By)P(By)
PUBIA) = = palByPBy)



