1. cviceni
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Opakovani diskrétni pravdépodobnosti
e Mnozina elementdrnich jevi: Q (nejvyse spocetnd)
e Mnozina jevi F = P(Q)
e Pravdépodobnost P : F — [0,1]
e Pravdépodobnostni prostor: (Q, F, P)
e P()) =1
o P(A) =3 ,c4P({a}) ~ specidlne P(§) =0
e Podminénd pravdépodobnost P(A|B) = P(AN B)/P(B), pokud P(B) # 0

Uloha 1 (PIE pro pravdépodobnost)

Dokazte, ze pro dva jevy A, B plati P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Reseni

Zadefinujeme si jevy X, Y, Z : X = A\B,Y = B\ A,Z = ANB. Pak P(AUB) = P(XUYUZ) = P(X)+P(Y)+
P(Z)=P(X)+P(Y)+P(Z)+P(Z)-P(Z) = (P(X)+P(2))+(P(Y)+P(Z))—P(Z) = P(A)+P(B)-P(ANB).

Uloha 2 (Mince)
Hézime 10 mincemi (nefekneme-li jinak, vzdy myslime poctivymi a rozlisitelnymi). Jakd je pravdépodobnost,
ze na aspon dvou padne orel? Jak vypadd pravdépodobnostni prostor?
Reseni
11 1013

Pravdépodobnost je 1 — 55 = {553 Pravdépodobnostni prostor jsou vSechny desetice {O, P},

Uloha 3 (Matfyzaku, nezlob se)

Hézime kostkou, pti Sestce hdzime znovu. Jaka je pravdépodobnost, ze hodime nejvyse tfikrat? Jak vypada
pravdépodobnostni prostor?

Reseni

Vysledek: 5—1—7 ,_|_,.l.§:1_6%:§%2

Pravdepodobnostm prostor: miize byt rizny, bud’ poéty Sestek, nebo posloupnosti sestek zakonéené neestkou,...

Uloha 4 (Spravedlivost z nespravedlivosti)

Chceme spravedlivé rozlosovat mezi dvéma lidmi, ale mame jen cinknutou minci, kde pada orel s pravdépodob-
nosti p € (0,1). Jak to udélat? Co kdyz p nezndme?

Reseni

Hodime dvakrét: pokud padne PO, vyhraje jeden, pokud OP, vyhraje druhy, jinak opakujeme.

Uloha 5 (Poruchy)

Kazdy obdélnik na obrazku je soucastka, kterd se muze porouchat s pravdépodobnosti p. Pfesnéji fe¢eno, porucha

znamena, ze skrz soucastku netece proud. Poruchy soucédstek jsou na sobé nezavislé. Jakd je pravdépodobnost,
ze stale potece proud mezi dvéma puntiky?

(a) (b)

—

(c)
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Reseni 1. (1—p)?
2. 1—p3

3.(1-p°)-(0=p)-1=p-(1-p)=0+p)(1—-p>*1Q—-p1-(1-p?)

Podminéna pravdépodobnost

Uloha 6 (Hod dvéma mincemi)
Hodime korunou a dvoukorunou, na kazdé z nich pada panna s pravdépodobnosti p, hody jsou na sobé nezavislé.

1. Jakd je pravdépodobnost, ze na obou padne panna, pokud padla panna na koruné?

2. Jaka je pravdépodobnost, ze na obou padne panna, pokud padla panna aspon na jedné minci?
Je bez pocitani jasné, ktera pravdépodobnost je vétsi?

Reseni 1. p, protoze jsou hody nezévislé

2. ﬁ, protoze moznosti jsou (O, P), (P, 0), (P, P).

Uloha 7 (Hey Brother)

Kril zemé m4 pravé jednoho sourozence. Jakd je pravdépodobnost, ze kral mé bratra? (Ujasnéte si vSechny
predpoklady, které pouzivate! Co jsou elementarni jevy?)

Reseni

Z4&lezi na predpokladech: bud 1/2 pokud se vlddcem stdvd automaticky nejstarsi nezdvisle na pohlavi, nebo
1/3 pokud nejstarsi syn = vlddce. Zaroven jesté predpoklddame, ze pravdépodobnost narozeni syna a dcery je
tatdz, a ze pohlavi sourozencu jsou nezavisla.

Elementdrn{ jevy jsou dvojice muz/Zena.



Bonusové tlohy

Uloha 8 (Monty Hall ve vézenf)

Kral udéli milost dvéma ze ti{ véznu (ty vybere ndhodné). Jednomu z nich dozorce nabidl, Ze mu fekne jméno
jednoho z druhych dvou véznu, ktery bude propustén. Vézen ale odmitl: ,pak bych mél pravdépodobnost
propusténi jen 1/2, ted ji mam 2/3%. M4 pravdu?

Reseni
Ozna¢me vézné A, B, C. Piedpoklddejme, Ze kral uz rozhodl (ndhodné a nevratné), a dozorce ndm sdélf ¢dstecné
(pravdivé) informace o kralové rozhodnuti. Potom je jasné, ze pravdépodobnost, ze A bude propustén je 2/3
nezavisle na tom, co dozorce fekne. Prozkoumejme vsak podrobnéji dvahu Acka. Pokud se A dozvi, ze B bude
propustén, tak vi, ze druhy propustény je bud A nebo C, takze jeho pravdépodobnost klesla na 1/2. To je
samoziejmé nesmysl, ale kde je chyba v tvaze?
I kdyz to pusobi divné, tak chyba je v tom, ze v dané situaci ma A vétsi Sanci, nez C. Rozeberme to jesté trochu
vic. V zadédni bylo feceno, ze dozorce fekne jednoho z véziiu B, C, ktery bude propoustén. Pro konkrétnost
predpoklddejme, ze pokud budou propusténi B i C, tak dozorce vybere ndhodné. (Rozmyslete si ale i moznost,
kdy v tomto pfipadé fekne vzdy B.)
Oznacme AP je ,A bude propustén“ a DB jev ,dozorce fekne, ze B bude propustén“. Potom P(AP) = 2/3,
P(DB) = 1/2 (podle véty o rozboru moznosti: 0- & +1- % + % - ). Koneéné P(APNDB) = 1/3. Takze peclivé
spoc¢itand podminénd pravdépodobnost je
P(APNDB) 1/3 2

P(AP|DB)_7P(DB) _1/—2_5.
Uloha 9 (Bertrandiv paradox)
Rovnostrannému trojihelniku se stranou 1 opiSeme kruznici, na té vybereme ndhodnou tétivu. Jaka je pravdé-
podobnost, ze délka tétivy je vetsi nez 17

Reseni
Zalezi na tom, co znamena "nahodna tétiva”.

e tétivu bereme ndhodné pies oba jeji pruseciky s kruznici: pak je pst 1/3 (BUNO se prvni trefil do vrcholu,
pak, aby byla tétiva delsi, musi byt v prostfedni tfetiné)

e tétivu bereme tak, ze vezmeme bod na kruznici, a pak vezmeme bod na poloméru mezi bodem a stiedem:
protoze hrana trojihelnika déli polomér napul, je pravdépodobnost 1/2

e vezmeme bod kdekoliv uvniti kruznice, a to bude stied tétivy — aby pak tétiva byla delsi, musi byt v
soustfedném kruhu s poloviénim priumérem, takze polocha je ¢tvrtinovd, a pravdépodobnost je 1/4.

Uloha 10 (Vydéleénd ¢innost)

Na stole lezi dvé obélky, o kterych vime, ze v kazdé z nich je néjaky (nenulovy, celo¢iselny) pocet stokorun,
v obou jiny. Mame dovoleno jednu obélku oteviit a pak se rozhodnout, zda si nechame tu, nebo tu druhou.
Pokud chceme ziskat obélku s vy$sim obnosem, muzeme ji z{skat s pravdépodobnosti vétsi nez 1/27 (Ndpovédu
najdete dole.)

Reseni
Bud k < /. Ndhodné zvolime jednu a pak hézime dle hintu: piechod k ~ £ s pravdépodobnosti 2%, prechod
obracené s pravdépodobnosti 2%;, a tedy mame pravdépodobnost % (11— %) + % : % = % + 2.,3% — 2;971“ > 1/2.

Na procviceni

Uloha 11 (Vydélein ¢innost 11)

Hézime férovou minci, dokud nepadne orel, na kazdy hod dostaneme novou minci. (Jaka je pravdépodobnost,
ze ziskdme k minci?) Pak vechny z{skané mince hodime najednou, pokud na kazdé z minci padne orel, muzeme
si je vSechny nechat. Jakd je pravdépodobnost, ze se to stane?



Reseni

>~ Pr[k minci]-Pr[k-krat orel] = Y Pr[(k—1)-krdt panna]-Pr[k-krét orel]-Pr[k-krédt orel] = %
= k=1
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Napovéda k problému s obdlkami: Vytahneme minci a hdzime, dokud nepadne panna. Ozna¢ime X celkovy pocet
hodu (v¢etné posledniho, tj. X > 1). Pokud v nasi obélce je k stokorun, tak si obdlku nechdme, pokud X < k.
Jaka je pravdépodobnost, ze ziskdme obalku s vyssi ¢astkou?



