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Opakováńı diskrétńı pravděpodobnosti

• Množina elementárńıch jev̊u: Ω (nejvýše spočetná)

• Množina jev̊u F = P(Ω)

• Pravděpodobnost P : F → [0, 1]

• Pravděpodobnostńı prostor : (Ω,F , P )

• P (Ω) = 1

• P (A) =
∑

a∈A P ({a}) ⇝ speciálně P (∅) = 0

• Podmı́něná pravděpodobnost P (A|B) = P (A ∩B)/P (B), pokud P (B) ̸= 0

Úloha 1 (PIE pro pravděpodobnost)

Dokažte, že pro dva jevy A, B plat́ı P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Řešeńı

Zadefinujeme si jevy X,Y, Z : X = A\B, Y = B\A,Z = A∩B. Pak P (A∪B) = P (X∪Y ∪Z) = P (X)+P (Y )+

P (Z) = P (X)+P (Y )+P (Z)+P (Z)−P (Z) = (P (X)+P (Z))+(P (Y )+P (Z))−P (Z) = P (A)+P (B)−P (A∩B).

Úloha 2 (Mince)

Háźıme 10 mincemi (neřekneme-li jinak, vždy mysĺıme poctivými a rozlǐsitelnými). Jaká je pravděpodobnost,

že na aspoň dvou padne orel? Jak vypadá pravděpodobnostńı prostor?

Řešeńı

Pravděpodobnost je 1− 11
210 = 1013

1024 . Pravděpodobnostńı prostor jsou všechny desetice {O,P}10.

Úloha 3 (Matfyzáku, nezlob se)

Háźıme kostkou, při šestce háźıme znovu. Jaká je pravděpodobnost, že hod́ıme nejvýše třikrát? Jak vypadá

pravděpodobnostńı prostor?

Řešeńı

Výsledek: 5
6 + 1

6 · 5
6 + 1

6 · 1
6 · 5

6 = 1− 1
63 = 215

216

Pravděpodobnostńı prostor: může být r̊uzný, bud’ počty šestek, nebo posloupnosti šestek zakončené nešestkou,...

Úloha 4 (Spravedlivost z nespravedlivosti)

Chceme spravedlivě rozlosovat mezi dvěma lidmi, ale máme jen cinknutou minci, kde padá orel s pravděpodob-

nost́ı p ∈ (0, 1). Jak to udělat? Co když p neznáme?

Řešeńı

Hod́ıme dvakrát: pokud padne PO, vyhraje jeden, pokud OP, vyhraje druhý, jinak opakujeme.

Úloha 5 (Poruchy)

Každý obdélńık na obrázku je součástka, která se může porouchat s pravděpodobnost́ı p. Přesněji řečeno, porucha

znamená, že skrz součástku neteče proud. Poruchy součástek jsou na sobě nezávislé. Jaká je pravděpodobnost,

že stále poteče proud mezi dvěma punt́ıky?

(a) (b)

(c)
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Řešeńı 1. (1− p)3

2. 1− p3

3. (1− p2) · (1− p) · (1− p · (1− p)) = (1 + p)(1− p)2(1− p(1− (1− p)2))

Podmı́něná pravděpodobnost

Úloha 6 (Hod dvěma mincemi)

Hod́ıme korunou a dvoukorunou, na každé z nich padá panna s pravděpodobnost́ı p, hody jsou na sobě nezávislé.

1. Jaká je pravděpodobnost, že na obou padne panna, pokud padla panna na koruně?

2. Jaká je pravděpodobnost, že na obou padne panna, pokud padla panna aspoň na jedné minci?

Je bez poč́ıtáńı jasné, která pravděpodobnost je větš́ı?

Řešeńı 1. p, protože jsou hody nezávislé

2. p2

1−(1−p)2 , protože možnosti jsou (O,P ), (P,O), (P, P ).

Úloha 7 (Hey Brother)

Král země má právě jednoho sourozence. Jaká je pravděpodobnost, že král má bratra? (Ujasněte si všechny

předpoklady, které použ́ıváte! Co jsou elementárńı jevy?)

Řešeńı

Zálež́ı na předpokladech: bud’ 1/2 pokud se vládcem stává automaticky nejstarš́ı nezávisle na pohlav́ı, nebo

1/3 pokud nejstarš́ı syn = vládce. Zároveň ještě předpokládáme, že pravděpodobnost narozeńı syna a dcery je

tatáž, a že pohlav́ı sourozenc̊u jsou nezávislá.

Elementárńı jevy jsou dvojice muž/žena.



Bonusové úlohy

Úloha 8 (Monty Hall ve vězeńı)

Král uděĺı milost dvěma ze tř́ı vězň̊u (ty vybere náhodně). Jednomu z nich dozorce nab́ıdl, že mu řekne jméno

jednoho z druhých dvou vězň̊u, který bude propuštěn. Vězeň ale odmı́tl:
”
pak bych měl pravděpodobnost

propuštěńı jen 1/2, ted’ ji mám 2/3“. Má pravdu?

Řešeńı

Označme vězně A, B, C. Předpokládejme, že král už rozhodl (náhodně a nevratně), a dozorce nám sděĺı částečně

(pravdivé) informace o králově rozhodnut́ı. Potom je jasné, že pravděpodobnost, že A bude propuštěn je 2/3

nezávisle na tom, co dozorce řekne. Prozkoumejme však podrobněji úvahu Ačka. Pokud se A dozv́ı, že B bude

propuštěn, tak v́ı, že druhý propuštěný je bud’ A nebo C, takže jeho pravděpodobnost klesla na 1/2. To je

samozřejmě nesmysl, ale kde je chyba v úvaze?

I když to p̊usob́ı divně, tak chyba je v tom, že v dané situaci má A větš́ı šanci, než C. Rozeberme to ještě trochu

v́ıc. V zadáńı bylo řečeno, že dozorce řekne jednoho z vězň̊u B, C, který bude propouštěn. Pro konkrétnost

předpokládejme, že pokud budou propuštěni B i C, tak dozorce vybere náhodně. (Rozmyslete si ale i možnost,

kdy v tomto př́ıpadě řekne vždy B.)

Označme AP je
”
A bude propuštěn“ a DB jev

”
dozorce řekne, že B bude propuštěn“. Potom P (AP ) = 2/3,

P (DB) = 1/2 (podle věty o rozboru možnost́ı: 0 · 1
3 +1 · 1

3 +
1
2 ·

1
3 ). Konečně P (AP ∩DB) = 1/3. Takže pečlivě

spoč́ıtaná podmı́něná pravděpodobnost je

P (AP |DB) =
P (AP ∩DB)

P (DB)
=

1/3

1/2
=

2

3
.

Úloha 9 (Bertrand̊uv paradox)

Rovnostrannému trojúhelńıku se stranou 1 oṕı̌seme kružnici, na té vybereme náhodnou tětivu. Jaká je pravdě-

podobnost, že délka tětivy je větš́ı než 1?

Řešeńı

Zálež́ı na tom, co znamená ”náhodná tětiva”.

• tětivu bereme náhodně přes oba jej́ı pr̊useč́ıky s kružnićı: pak je pst 1/3 (BÚNO se prvńı trefil do vrcholu,

pak, aby byla tětiva deľśı, muśı být v prostředńı třetině)

• tětivu bereme tak, že vezmeme bod na kružnici, a pak vezmeme bod na poloměru mezi bodem a středem:

protože hrana trojúhelńıka děĺı poloměr nap̊ul, je pravděpodobnost 1/2

• vezmeme bod kdekoliv uvnitř kružnice, a to bude střed tětivy – aby pak tětiva byla deľśı, muśı být v

soustředném kruhu s polovičńım pr̊uměrem, takže polocha je čtvrtinová, a pravděpodobnost je 1/4.

Úloha 10 (Výdělečná činnost)

Na stole lež́ı dvě obálky, o kterých v́ıme, že v každé z nich je nějaký (nenulový, celoč́ıselný) počet stokorun,

v obou jiný. Máme dovoleno jednu obálku otevř́ıt a pak se rozhodnout, zda si necháme tu, nebo tu druhou.

Pokud chceme źıskat obálku s vyšš́ım obnosem, můžeme ji źıskat s pravděpodobnost́ı větš́ı než 1/2? (Nápovědu

najdete dole.)

Řešeńı

Bud’ k < ℓ. Náhodně zvoĺıme jednu a pak háźıme dle hintu: přechod k ⇝ ℓ s pravděpodobnost́ı 1
2k
, přechod

obráceně s pravděpodobnost́ı 1
2ℓ
, a tedy máme pravděpodobnost 1

2 · (1− 1
2ℓ
) + 1

2 · 1
2ℓ

= 1
2 + 1

2ℓ+1 − 1
2k+1 > 1/2.

Na procvičeńı

Úloha 11 (Výdělečná činnost II)

Háźıme férovou minćı, dokud nepadne orel, na každý hod dostaneme novou minci. (Jaká je pravděpodobnost,

že źıskáme k minćı?) Pak všechny źıskané mince hod́ıme najednou, pokud na každé z minćı padne orel, můžeme

si je všechny nechat. Jaká je pravděpodobnost, že se to stane?



Řešeńı
∞∑
k=1

Pr[k minćı]·Pr[k-krát orel] =
∞∑
k=1

Pr[(k−1)-krát panna]·Pr[k-krát orel]·Pr[k-krát orel] =
∞∑
k=1

1
22k

=
∞∑
k=1

1
4k

=

1
3 .

Nápověda k problému s obálkami: Vytáhneme minci a háźıme, dokud nepadne panna. Označ́ıme X celkový počet

hod̊u (včetně posledńıho, tj. X ≥ 1). Pokud v naš́ı obálce je k stokorun, tak si obálku necháme, pokud X < k.

Jaká je pravděpodobnost, že źıskáme obálku s vyšš́ı částkou?


