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Úloha 1 (MLE společně)

Máme náhodný výběr X1, . . . , Xn ∼ Geom(p), jako parametr nás zaj́ımá ϑ = p. Navrhněte bodový odhad ϑ

metodou maximálńı věrohodnosti.

Řešeńı

LX(x;ϑ) =
∏n

i=1(1 − ϑ)xi−1ϑ = ϑn ·
∏n

i=1(1 − ϑ)xi−1, log-likelihood je log(LX(x;ϑ)) = n log(ϑ) + log(1 −

ϑ)
n∑

i=1

(xi − 1). Když toto zderivujeme podle ϑ, dostaneme ∂
∂ϑ log(LX(x;ϑ)) = n

ϑ +
(

n∑
i=1

xi)−n

1−ϑ , což je rovno nule

pro ϑ = n
n∑

i=1
xi

(a nav́ıc se dá ověřit, že to je maximum).

Úloha 2 (Opět mince)

Hod́ıme 100krát spravedlivou minćı. Kolikrát nám v pr̊uměru padne orel? Pomoćı CLV dále odhadněte pravděpodobnost,

že padne v́ıce než 60 orl̊u.

Řešeńı

X ∼ Bin(100, 1/2), tedy E[X] = 50, a rozptyl je 25. Nav́ıc X =
100∑
i=1

Xi, kde Xi ∼ Bern(1/2), a Xi maj́ı rozptyl

1/4. Potom v́ıme, že X−50
10·5 je přibližně rozdělena podle N(0, 1), a tedy P [X ≥ 60] = P [X−50

10·1/2 ≥ 2], což můžeme

z CLV aproximovat pomoćı 1− Φ(2) ≈ 0.02.

Úloha 3

Němci vyráběj́ı tanky s pořadovými č́ısly 1, . . . , N pro neznámé N . Ukořist́ıme k z nich a vid́ıme pořadová č́ısla

X1, . . . , Xk, tj. rovnoměrně náhodnou k-prvkovou podmnožinu {1, . . . , N}. Necht’ M = max(X1, . . . , Xk).

a) Ukažte, že P (M = m) =
(
m−1
k−1

)
/
(
N
k

)
pro m ∈ {k, . . . , N}.

b) Připomeňte si, že M je MLE pro N (ukazovali jsme na přednášce).

c) Spočtěte E(M) = k(N+1)
k+1 . Může se hodit hockey-stick identity:

∑N
m=k

(
m
k

)
=

(
N+1
k+1

)
. Pak si připomeňte, jak

z toho plyne nestranný odhad N̂unbiased = k+1
k M − 1 (Pozor: na přednášce bylo mı́sto −1 napsáno

−k+1
k — to byla chyba.)

Řešeńı a) Celkem máme
(
N
k

)
možnost́ı výběru, a z nich právě

(
m−1
k−1

)
splňuje, že m je maximum.

b) Dle přednášky

c) E[M ] =
N∑

m=k

m ·
(
m−1
k−1

)
/
(
N
k

)
=

N∑
m=k

k·(mk )

(Nk)
=

k
N∑

m=k
(mk )

(Nk)
=

k·(N+1
k+1)
(Nk)

= k(N+1)
k+1 . Nestranný odhad z toho plyne

tak, že vid́ıme, že středńı hodnota se od N lǐśı, tak algebraicky poupravujeme M , aby ve středńı hodnotě

vyšlo N .

Úloha 4 (MLE once more)

Máme náhodný výběr X1, . . . , Xn ∼ N(µ, 1) – data na vstupu x1, ..., xn tedy pocháźı z normálńı distribuce s

neznámým středem µ, ale známou směrodatnou odchylkou 1.

a) Napǐste věrohodnostńı (likelihood) funkci pθ(x); později se může hodit pracovat s funkćı log pθ(x), které

se ř́ıká log-likelihood.

b) Derivaćı spočtěte µ̂MLE , mělo by vyj́ıt µ̂MLE = 1
n

∑n
i=1 xi.

c) Ověřte, že µ̂MLE je nestranný.

d) Přesvědčte se, že kdyby směrodatná odchylka nebyla 1, ale byl to jakýkoliv (nám známý) parametr σ2,

µ̂MLE by vyšlo úplně stejně; volba σ2 = 1 jen zjednodušuje výpočet.

Řešeńı a) pθ(x) = Pr[X1 = x1∧X2 = x2∧· · ·∧Xn = xn] =
∏n

i=1
1√
2π

e−(xi−µ)2/2, log pθ(x) =
∑

(log( 1√
2π

)−
(xi − µ)2/2)

https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2526/past/


b) Derivujeme sč́ıtance jednotlivě, tedy dostaneme
∑

−xi+2µ, a při hledáńı extrému chceme derivaci rovnou

nule, což je právě tehdy, když µ = 1
n

∑n
i=1 xi, což je i náš odhad.

c) Zjevně středńı hodnota je z linearity µ.

d) σ se objevuje ve jmenovateli, takže po zlogaritmováńı z toho budou jenom aditivńı konstanty − log(σ2),

což extrémy nijak neměńı.

Úloha 5 (Nestranný ̸= dobrý)

Najděte př́ıklad nějakého nestranného estimátoru (třeba pro problémy z předchoźıch úloh), který je zjevně

hodně špatný.

Řešeńı

Třeba estimátor, který odhaduje pr̊uměr jako hodnotu prvńıho č́ısla, nebo estimátor co přičte C pokud X1 > X2

a jinak odečte C.

Tahák

• Centrálńı limitńı věta: Označme Yn = ((X1 + · · ·+Xn)− nµ)/(
√
n · σ). Pak Yn

d−→ N(0, 1). Neboli

lim
n→∞

FYn(x) = Φ(x) pro každé x ∈ R.

• Na poč́ıtáńı Φ(x): https://t.ly/JRQ2

• Zkoumáme posloupnost n.n.v. se stejným rozděleńım, např. Geom(θ), U(0, θ), kde θ je parametr.

• Zapisujeme X1, . . . , Xn ∼ Fθ, tzv. náhodný výběr z Fθ (model s parametrem).

• Naměř́ıme X1 = x1, . . . , chceme odhadnout θ.

• Θ̂ . . . nějaká metoda jak odhadnout θ pomoćı naměřených dat (hodnot X1, . . . , Xn). Angl. estimator –

jeden źıskaný odhad je estimate, ten znač́ıme θ̂.

• L(θ;x1, . . . , xn) = P [X1 = x1 ∧ · · · ∧Xn = xn] . . . pravd. pozorovaných dat závislá na parametru θ.

• nebo L(. . . ) = fX1,...,Xn(x1, . . . , xn) . . . hustota pravděpodobnosti . . .

• ℓ(θ;x1, . . . , xn) = logL(. . . ) . . . pro snazš́ı výpočty.

• Odhad metodou maximálńı věrohodnosti (Maximal Likelihood) hledáme θ, pro které je maximálńı L(θ;x1, . . . , xn),

resp. ℓ(. . . ). Obvykle pomoćı derivaćı funkce L, resp. ℓ.

• bias (vychýleńı): E(Θ̂ − θ) . . . θ skutečný parametr, Θ̂ náš odhad (náhodná veličina, protože záviśı na

naměřených datech)

• odhad je nevychýlený/nestranný/unbiased: bias = 0

• odhad je asymptoticky nevychýlený: bias konverguje k 0, neboli E(Θ̂) → θ

• odhad je konzistentńı: Θ̂ konverguje k 0 v pravděpodobnosti: pro všechna ε > 0: P (|Θ̂− θ| > ε) → 0

• MSE (mean square error, středńı kvadratická odchylka): E((Θ̂− θ)2)

• Věta: MSE = bias2 + var(Θ̂).

https://t.ly/JRQ2

