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Uloha 1 (MLE spoleéné)
Méme ndhodny vybér Xi,..., X, ~ Geom(p), jako parametr nds zajima ¢ = p. Navrhnéte bodovy odhad ¢
metodou maximélni vérohodnosti.

Uloha 2 (Opét mince)
Hodime 100krat spravedlivou minci. Kolikrat nam v priméru padne orel? Pomoci CLV déale odhadnéte pravdépodobnost,
7e padne vice nez 60 orla.

Uloha 3
Némeci vyrabéji tanky s pofadovymi ¢isly 1,..., N pro nezndmé N. Ukofistime k z nich a vidime pofadova ¢isla
X1, .., X}, tj. rovnomérné ndhodnou k-prvkovou podmnozinu {1,..., N}. Nech{ M = max(Xq,..., Xy).

a) Ukazte, ze P(M =m) = (7"1)/(}) prom € {k,...,N}.
b) Piipomeite si, ze M je MLE pro N (ukazovali jsme na predndsce).

¢) Spoctéte E(M) = k(é\ﬁl). Mize se hodit hockey-stick identity: Zan:k (W) = (J,Zill) Pak si pfipomeiite, jak

z toho plyne nestranny odhad Nunbiased = % M — 1 (Pozor: na predndasce bylo misto —1 napséno
—ktl — to byla chyba.)

Uloha 4 (MLE once more)
Méme ndhodny vybér Xi,..., X, ~ N(u,1) — data na vstupu 1, ..., 2, tedy pochdz{ z normélni distribuce s
neznamym stiedem p, ale zndmou smérodatnou odchylkou 1.

a) Napiste vérohodnostn{ (likelihood) funkci py(x); pozdéji se muze hodit pracovat s funkei log pg(x), které
se Tikd log-likelihood.
. ; SN . oA 1 —n
b) Derivaci spoctéte finsrr, mélo by vyjit fivre = 5 > i i
c) Ovérte, Ze fiy g je nestranny.

d) Presvédéte se, ze kdyby smérodatnd odchylka nebyla 1, ale byl to jakykoliv (ndm znamy) parametr o2,
[ by vyslo tiplné stejné; volba 02 = 1 jen zjednodusuje vypocet.

Uloha 5 (Nestranny # dobry)
Najdéte piiklad néjakého nestranného estimatoru (tfeba pro problémy z predchozich iloh), ktery je zjevné
hodné spatny.
Tahak
e Centralni limitni véta: Ozna¢me Y,, = (X1 +---+ X,,) —nu)/(V/n-o). Pak Y, 4, N(0,1). Neboli

lim Fy, (z) = ®(z) pro kazdé z € R.
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e Na pocitdni ®(x): https://t.1ly/JRQ2

Zkouméme posloupnost n.n.v. se stejnym rozdélenim, napi. Geom(6), U(0,0), kde 6 je parametr.
e Zapisujeme X1,..., X, ~ Fy, tzv. ndhodny vybér z Fy (model s parametrem).

e Naméiime X; = x1, ..., chceme odhadnout 6.

6 ...néjakd metoda jak odhadnout § pomoci namérenych dat (hodnot Xi,...,X,,). Angl. estimator —
jeden ziskany odhad je estimate, ten znacime 6.

o L(0;xq,...,2,) = P[X; =21 A--- ANX,, =x,] ...pravd. pozorovanych dat zdvisl4 na parametru 6.
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o Xn (@1, p) .. hustota pravdépodobnosti .. .
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00;21,...,2,) =log L(...) ...pro snazsi vypocty.

Odhad metodou mazimdlni vérohodnosti (Mazimal Likelihood) hleddme 6, pro které je maximaln{ L(6; x4, ..., x,),
resp. £(...). Obvykle pomoci derivaci funkce L, resp. £.

bias (vychyleni): E(© — ) ...0 skuteény parametr, © nas odhad (nshodné velicina, protoze zavisi na
nameéienych datech)

odhad je nevychyleny /nestranny /unbiased: bias = 0

odhad je asymptoticky nevychyleny: bias konverguje k 0, neboli E(é) — 0

odhad je konzistentni: © konverguje k 0 v pravdépodobnosti: pro viechna e > 0: P(\@ —0>¢)—0
MSE (mean square error, stiedni kvadratické odchylka): E((© — 6)?)

Véta: MSE = bias® + var(©).



