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Nerovnosti

Uloha 1 (These two are the same picture)
Cebysevova nerovnost byla na pfednésce v jiném znéni: Pr(|X — E(X)| > a) < var(X)/a?. Rozmyslete si, ze
znéni v tahdku je ekvivalentni.

Uloha 2 (Zase kostky?)
Héazime kostkou, za 1 a 2 dostaneme bod. Oznac¢me X pocet boda, které dostaneme po n (nezavislych) hodech.
Odhadnéte pravdépodobnost, ze X > n/2.

a) Pomoci Markovovy nerovnosti.
b) Pomoci Cebysevovy nerovnosti.

¢) Pro konkrétni n, jak lze tuto hodnotu urcit presné?

Uloha 3 (Statistika vysky)

Statistik chce odhadnout prumérnou vysku h (v metrech) lidi v néjaké populaci, pomoci n nezavislych vzorku
X4, ..., X, které vybirdame uniformné nahodné ze vsech moznych lidi. Pro odhad pouZzije vybérovy prumeér
Sn = (X1 +---+ X,,)/n. Odhaduje, ze smérodatnd odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

a) Jak velké n ma volit, aby smérodatnd odchylka .S,, byla nejvyse 1 cm?

b) Pro jaké n zajisti Cebysevova nerovnost, ze pravdépodobnost, ze S,, se lisf od h nejvyse o 5 cm s pravdépodobnosti
alespon 99 %?

c) Statistik si vSimne, Ze vSichni méfen{ lidé maji vysku v intervalu (1.4,2.1). Jak mé upravit odhad
smérodatné odchylky? Jak se zméni odpovédi na predchozi otazky?
Zakony velkych ¢isel

Uloha 4 (Poéiténi obsahu kruhu ndhodnym samplovanim)
Vygenerujeme ndhodny bod v jednotkovém ¢tverci (obé souradnice budou mit rozdéleni U(0, 1)). Oznacime X;
indikator jevu ,i-ty bod lezi ve vepsaném kruhu“.

a) Urcete E(X;), var(X;).

b) Polozte X, = (X1 + -+ X,,)/n. Urcete E(X,,) a var(X,).

¢) Rozmyslete si, co k4 slaby a silny zdkon velkych &isel o aproximaci m pomoci X,,?

d) Pro jaké n cekate, ze dostaneme vysledek spravné na jedno desetinné misto? Na dveé, tii, ... 7

e) Jiny vypocet obsahu kruhu: Y; = /1 — U2, kde U; ~ U(0,1). Uvédomte si, ze E(Y;) je obsah étvrtkruhu,

tedy /4. Jaké je var(Y;)? Jaké je var(Y,)?

f) Kterd metoda je piesnéjsi?

Centralni limitni véta

Uloha 5 (Standardizace)
Pfipomenme, ze standardizaci n.v. X myslime stand(X) = (X — E(X))/ox.

a) stand(X) m4 stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1

b) Y,, v CLV je rovna stand(X,) a také stand(X; + --- + X,,).
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Uloha 6 (Downloading...)

Meéfime rychlost stahovéni soubort z cloudového tlozisté. Kazdy ¢as stahovani jednoho souboru je ndhodnd
veli¢ina s prumérem g = 5 minut a standardni odchylkou ¢ = 2 minuty. Pfedpoklddejme, ze ¢asy stahovani
jednotlivych soubort jsou na sobé nezavislé, stahovani probiha jedno po druhém (tj. vzdy se stahuje jen jeden
soubor, hned po jeho dokonéceni za¢neme stahovat dalsf).

a) Pokud stdhneme 50 souboru, jakd je pfibliznd pravdépodobnost, ze celkova doba stahovani presdhne 270
minut?

b) Jaka je pfibliznd pravdépodobnost, ze prumérnd doba stahovani na soubor je kratsi nez 4,5 minuty?

Pouzijte Centrélni limitni vétu. Napiste presnou formuli pomoci funkce ® a pouzijte tabulku na pfedchozi strané
pro odhad.

Uloha 7 (Rozdil poétu hodit mincf)
Oznatme S = iO:O (120). Ozna¢me dédle X = qu X, kde X; je 0,1 s pravdépodobnosti 1/2 (tedy X; ~

1=

Bern(1/2)) a veliciny Xq, ..., X, jsou nezivislé.
a) Vyjadiete S pomoci distribuéni funkce X.
b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

¢) Zkuste S vyéislit vhodnym softwarem a srovnejte.

Kvantilova funkce

Uloha 8 (Kvantilové funkce)
Kvantilovou funkei jsme definovali piedpisem Qx(p) = Fx L(p).

a) Jaky je obor hodnot @ x? Kdy ddvé definice smysl?
b) Nahlédnéte, ze takova funkce mé (zjevne) tu vlastnost, ze Qx(p) =z < p = Fx(z).

¢) Rozmyslete si, jak je rozumné definovat @ x pro diskrétni n.v. (a v ¢em je vlastné problém).

Tahak

e Markovova nerovnost: P(X > aE(X))
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pro X > 0.

e Cebysevova nerovnost: P(|X —E(X)| > tox) < t%

e Necht Xi, ..., X, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stiedni hodnotou p a rozptylem o2. Definujeme X, :=
(X14--+Xn)/n.
— Silny zakon velkych &isel X,, =% 1
— Slaby zakon velkych &isel X,, = p, neboli (Ve > 0) Pr(|X, — u| > ¢) — 0.
— 2
Ukazovali jsme si, ze dokonce Pr(|X,, —u| > ¢) < .Z.

— Centralni limitni véta: Oznac¢me Y,, = (X1 +---+X,,) —nu)/(V/n-o0). Pak Y, 4, N(0,1). Neboli

lim Fy, (z) = ®(z) pro kazdé z € R.
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