9. cviceni
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Uloha 1 (Rolling hash je d-univerzilni)

Pro prvocislo p a délku vektoru d definujeme tiidu hashovacich funkci R = {h,: a € Z,}, kde hq(z) =
Zf;ol xi11a, a viechno poéitdme modulo p. (Bereme x € Zg, indexujeme od jednicky.)

Dokazte, ze tato tfida hashovacich funkef je (d — 1)-univerzélni.
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Reseni

Zajima nés pravdépodobnost, ze pro = # y € Z% mame hy(z) = ha(y). To je ekvivalentni tomu, Ze hq(z) —
o . < . d—1 i .. -« ) «

ha(y) = 0, a to muzeme piepsat z definice na » ;_ (i1 — Yi+1)a’, coz je polynom v proménné a se stupném

nejvyse d — 1. Ze zékladni véty algebry pak méame, Zze tento polynom mé nejvyse d — 1 kofenu, a pravé tyto

kofeny urcuji funkce h,, ve kterych se z a y zahashuji na téze misto. Celkem tedy mame pravdépodobnost kolize

Tay %, a tedy mdme (d — 1)-univerzalitu.

Uloha 2 (Vyhledavén{ jehly v textu)
Vymyslete algoritmus na nalezeni viech vyskytu podfetézce x délky n v textu T délky m pomoci hashovanti,
ktery bézi v prumérném c¢ase (tj. ve sttedni hodnoté) O(n +m + k - n), kde k je pocet vyskytu v T.

Reseni

Rabin-Karp s Rolling hashem, ¢as: mame m ¢asu na projiti fetézce, v kazdém kroku udélame konstantni ipravu
hashe a zkontrolujeme, Ze neni stejny. Pokud je hash stejny, zkontrolujeme cely string. Protoze mame hashovani
do néjakého Z,, pravdépodobnost kolize je d/p, a tedy celkem médme ve stfedni hodnoté asi (k + md/p) kolizi.
Pokud ale zvolime p > m - d (nebo obecné staci p € Q(m - d)), madme konstantné mnoho falesnych kolizi ve
stfedni hodnoté.

Uloha 3 (Preteceni v pocitacim Bloomové filtru)

Uvazme pocitaci Bloomuv filtr s maximéalni hodnotou jednoho pocitadla £. Tento Bloomuv filtr bude mit m
policek s pocitadly, a budeme pouzivat k zcela ndhodnych hashovacich funkci. Uréete pravdépodobnost toho,
ze ndm tento Bloomuv filtr pfetece (tedy budeme mit aspon jedno pocitadlo, které se dostalo na hodnotu ¢).
Pro jednoduchost muzete zacit nejprve s k = 1, a potom zobecnit pro libovolné k.

Reseni
Pro preteceni je potieba, aby se ndm na néjaky index trefilo alespon ¢ pticteni jednicky. Za¢neme s pravdépodobnosti,
ze se tam trefilo prdvé ¢ prictent: (”ék) <(&)f- (1= L)mk=f Tedy pravdépodobnost, ze mame alespoii ¢ pri¢ten

je presné 1 — > ("ik) ()7 (1= L)+~ ale mizeme ji shora odhadnout jako (”ek) - ()¢, protoze aspon ¢ véci

1=

se mus{ zahashovat, a . Diky odhadu (") < (kne/¢)* mizeme odhadnout celou pravdépodobnost jako (Z£2),

a z prednésky vime, ze optimalni volba m je cca kn/In2, a tedy mame pravdépodobnost cca (eln2/¢)!, a na
odhad pies vSechna pocitadla pouzijeme union bound.

Uloha 4 (Bitové krize)

Méte Bloomiv filtr s bitovym polem délky m = 2°. Bohuzel ale piisla krize, RAMky skokové zdrazil a vase
RAMKka zrovna vyhorela (ale nastésti predtim zvladla dumpnout vSechno, co v ni bylo, na disk). Koupite si tedy
novou, ale protoze je drahd, mizete si dovolit jenom 2°~! bitii. Zaroveii ale nechcete pfijit o vas filtr — umite
ho néjak upravit, aby fungoval i s poloviéni paméti?

Reseni

Vezmeme OR prvni a druhé poloviny, a pii dalsich operacich viechny hashe vymodulime 20~ 1.

Uloha 5 (Operace na Bloomovych filtrech)

Uvazme dva jednopasové Bloomovy filtry s poli Fi, Fy, které maji stejnou délku, pouzivaji stejné hashovaci

funkce (potencidlné i vice) a reprezentuji mnoziny A;, As. Uvazme Bloomuv filtr s polem F3, které vznikne tak,
ze Fg[l] = Fl[Z] AN FQ[Z]

a) Je F3 funkéni Bloomuv filtr pro mnozinu A; NA5? (Tedy chceme, aby F3 nikdy chybné neodpovédél ,ne“.)

1Podobnost se skutetnymi udalostmi je ¢isté ndhodn4.
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b) Je F3 identicky s Bloomovym filtrem, ktery by vzniknul postupnym pridédvénim prvki z mnoziny A; NAs?
¢) Umite tento postup upravit i pro pocitaci filtry?
d) A co pro sjednoceni? (A pocitaci filtry?)

Reseni a) Ano, pokud je x € A; N Ay, tak jeho konkrétni mista budou vzdycky jednicky.

b) Ne, staci mit ¢ # d, A1 = {c}, As = {d}, ze 3i,j: hi(c) = h;(d), pak tento index bude v obou polich 1, ale
A1 N Ay =0, a tedy i Bloomuv filtr bude prazdny.

¢) Misto ANDu pouzijeme minimum.

d) Pouzijeme OR, respektive + se zafiznutim na maximum.

Bonusové tlohy

Uloha 6 (Dosshneme?)

Sestrojte pravdépodobnostni algoritmusﬂ pro rozhodnut{ dosazitelnosti v neorientovaném grafu (tedy odpovéed
na otdzku ,existuje cesta z u do v?“), ktery selze s pravdépodobnosti nejvyse 1/4, a potiebuje jenom logaritmicky
prostor.

Technicka poznamka k logaritmickému prostoru: kdyz méame algoritmus bézici v sublinedrnim prostoru, poc¢itdme
jej tak, ze mame vstup na ,read-only* disku, kde k nému muzeme pfistupovat, ale nemuzeme jej upravovat (ale
podle potieby si jej muzeme bez problému kopirovat)ﬂ

Pravdépodobné se vam bude hodit néasledujici tvrzeni: kdyz v n-vrcholovém souvislém neorientovaném grafu
vyjdeme z vrcholu u, a budeme v kazdém kroku uniformné ndhodné vybirat ze vSech sousedu vrchol, kam
pljdeme v dalsim kroku, stiedni hodnota doby nez navétivime jiny vrchol v, je nejvyse 2n3.

Taky se miZe hodit pfipomenout si Markovovu nerovnost: Bud X nezdpornd ndhodna veli¢ina. Pak Ve > 0

plati P[X >¢] < %. Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < 1.

Reseni

Budeme nahodné chodit 8n3 kroki, pokud jsme nagli, tak fekneme ,dosazitelny“, pokud ne, tak fekneme
,hedosazitelny“. Z Markovovy nerovnosti plyne, ze pravdépodobnost netspéchu u dosazitelného vrcholu je ma-
ximdalné 1/4, a nedosazitelnost vzdycky Fekneme spravné.

Fun fact. Octomliky maji vyvinutou jakousi verzi Bloomova filtru se zapomindnim pro pachy. Vice viz
https://www.pnas.org/doi/10.1073/pnas. 1814448115/ — Dasgupta, Sheehan, Stevens, Navlakha: A neural
data structure for novelty detection, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 115 (51) 13093-13098.

2Pravdépodobnostni algoritmy jste asi uz potkali, ale zkrdcené: bude se jednat o algoritmus, ktery se bude moct v kazdém kroku
rozhodnout ndhodné z nékolika moznosti

3Technicky tuto tfidu definujeme na Turingovych strojich, kde mame read-only vstupni péasku, a druhou pracovni pasku. Do
prostorové slozitosti se ndm pocita jenom pracovni paska.
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