9. cviceni
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Uloha 1 (Rolling hash je d-univerzalni)

Pro prvocislo p a délku vektoru d definujeme tiidu hashovacich funkci R = {h,: a € Z,}, kde h,(z) =
Z?:_Ol x;p1at, a viechno poéitame modulo p. (Bereme x € Zg, indexujeme od jednicky.)

Dokazte, ze tato tiida hashovacich funkei je (d — 1)-univerzalni.
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Uloha 2 (Vyhledavéani jehly v textu)
Vymyslete algoritmus na nalezeni vSech vyskytu podfetézce x délky n v textu T délky m pomoci hashovani,
ktery béz{ v prumérném case (tj. ve stiedni hodnoté) O(n +m + k - n), kde k je pocet vyskytu x v T.

Uloha 3 (Pieteceni v poéitacim Bloomové filtru)

Uvazme pocitaci Bloomuv filtr s maximélni hodnotou jednoho pocitadla ¢. Tento Bloomuv filtr bude mit m
policek s pocitadly, a budeme pouzivat k zcela ndhodnych hashovacich funkci. Urcete pravdépodobnost toho,
ze ndm tento Bloomuv filtr pretece (tedy budeme mit aspon jedno pocitadlo, které se dostalo na hodnotu #).
Pro jednoduchost muzete zacit nejprve s k = 1, a potom zobecnit pro libovolné k.

Uloha 4 (Bitové krize)

Méte Bloomuv filtr s bitovym polem délky m = 2°. Bohuzel ale piisla krize, RAMky skokové zdraiilyﬂ a vasSe
RAMka zrovna vyhotela (ale nastésti predtim zvlddla dumpnout vSechno, co v nf bylo, na disk). Koupite si tedy
novou, ale protoze je drahd, miizete si dovolit jenom 2°~1 bitii. Zaroveii ale nechcete pfijit o vas filtr — umite
ho néjak upravit, aby fungoval i s poloviéni paméti?

Uloha 5 (Operace na Bloomovych filtrech)

Uvazme dva jednopasové Bloomovy filtry s poli Fi, Fo, které maji stejnou délku, pouzivaji stejné hashovaci
funkce (potencidlné i vice) a reprezentuji mnoziny A;, As. Uvazme Bloomuv filtr s polem F3, které vznikne tak,
ze Fg[l] = F]_[Z] AN Fg[l]

a) Je F3 funkéni Bloomuv filtr pro mnozinu A; NA5? (Tedy chceme, aby F3 nikdy chybné neodpovédél ,ne“.)
b) Je Fj identicky s Bloomovym filtrem, ktery by vzniknul postupnym piiddvanim prvka z mnoziny A1 NAs?

¢) Umite tento postup upravit i pro pocitaci filtry?

)
)
)
)

d) A co pro sjednoceni? (A pocitaci filtry?)

Bonusové ulohy

Uloha 6 (Doséhneme?)

Sestrojte pravdépodobnostni algoritmusﬂ pro rozhodnuti dosazitelnosti v neorientovaném grafu (tedy odpoved
na otdzku ,existuje cesta z u do v?“), ktery selze s pravdépodobnosti nejvyse 1/4, a potiebuje jenom logaritmicky
prostor.

Technicka poznamka k logaritmickému prostoru: kdyz mame algoritmus bézici v sublinedrnim prostoru, po¢itame
jej tak, ze mdme vstup na ,read-only“ disku, kde k nému muzeme pfistupovat, ale nemuzeme jej upravovat (ale
podle potieby si jej muzeme bez problému kopfrovat)ﬂ

Pravdépodobné se vam bude hodit néasledujici tvrzeni: kdyz v n-vrcholovém souvislém neorientovaném grafu
vyjdeme z vrcholu u, a budeme v kazdém kroku uniformné ndhodné vybirat ze vSech sousedu vrchol, kam
pijdeme v dal$fm kroku, stfedni hodnota doby nez navstivime jiny vrchol v, je nejvyse 2n3.

Taky se mize hodit pfipomenout si Markovovu nerovnost: Bud X nezdporni ndhodné veli¢ina. Pak Ve > 0
plati P[X >¢] < @. Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X >d-E[X]] < 1.

Fun fact. Octomliky maji vyvinutou jakousi verzi Bloomova filtru se zapomindnim pro pachy. Vice viz
https://www.pnas.org/doi/10.1073/pnas.1814448115 — Dasgupta, Sheehan, Stevens, Navlakha: A neural
data structure for novelty detection, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 115 (51) 13093-13098.

IPodobnost se skuteénymi udalostmi je ¢isté ndhodna.

2Pravdépodobnostni algoritmy jste asi uz potkali, ale zkracené: bude se jednat o algoritmus, ktery se bude moct v kazdém kroku
rozhodnout ndhodné z nékolika moznosti

3Technicky tuto tiidu definujeme na Turingovych strojich, kde méame read-only vstupni pasku, a druhou pracovni pasku. Do
prostorové slozitosti se ndm pocitd jenom pracovni paska.
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