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Uloha 1 (Spatna verze kukacky)
Pro¢ je nésledujici implementace insertu pro kukac¢kové hashovéni problematickd? (Implementaci a podminky
pro rehashovéni pro tento piiklad meteme pod koberec.)

for i=1 to n
if T[h1(x)] je prazdné
Thi(x)] = x
return
swap(T[h1(x)], x)
if T[h2(x)] je préazdné
Th2(x)] = x
return
swap(T[h2(x)], x)

Reseni
Protoze bychom méli vzdycky prohazovat hashovaci funkci, ale prvek, se kterym jsme x vyménili, mohl na tohle
misto byt zahashovany, takze ho potom zase vyhodime, a takhle se budeme cyklit dokola.

Uloha 2 (Rehashujeme)

Jednoducha implementace rehashe u kukackového hashovani je, ze si vSechny hodnoty vlozime do pomocného
pole, a potom je po jednom insertujeme. Vymyslete implementaci rehashe, kterd pomocné pole nepotiebuje.
(Pozor na to, ze béhem rehashe miuZzeme znovu zac¢it s rehashem.)

Reseni

Staci projit pole T' podle indexu, a kdyz najdeme prvek ve Spatné buiice, tak ho odstranime, a znovu vlozime.
Uloha 3 (Vylozené praktické systémy)

Uvazme systém funkei H; = {id}, ktery obsahuje jedinou funkci, jez zobraz{ = na x. Je H; c-univerzélni pro
néjaké ¢? Je H; (k,c)-nezavisly pro néjakd k a c¢?

Déle uvazme systém Ha = {ho(z) = a: a € [m]}. Dokazte, ze tento systém je (1,1)-nezdvisly. Déle ukazte, ze
Ho neni (2, ¢)-nezavisly ani c-univerzalni pro zadné c.

Reseni

H1 je e-univerzalni pro kazdé € > 0. Problém je, ze Pr[h(z) = z] = 1, a tedy, pokud || > 1, pak nemuze byt
jakkoliv nezavisla.

U druhého systému: (1,1)-nezavislost plyne z toho, ze Pr[h,(z) = b] = =-, protoze volime jednu konkrétni volbu
a. Na druhou stranu, pro x # y mame Pr[hy(x) = b A he(y) = b] = % ~%5 pro jakoukoliv konstantu, a tedy
nezavislost je nemozna. Pro c-univerzalitu, evidentné Pr[h,(x) = hq(y)] = 1, a tedy c-univerzalitu také nemame.

Uloha 4 (Modulo univerzalniho systému nemusi byt univerzalni)

Ukazte, ze pokud mdme univerzdln{ systém hashovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic priddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Form&lné: Dokazte, Ze pro kazdé ¢ a m > ¢ existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, ze H je univerzalni, ale H' uz nen{ c-univerzalni.

Reseni

Uvazme H; = {id} z predchozi tlohy - pak H; mod m nemuze byt c-univerzélni, protoze dokud m < |U|, pak
prvky 1 a m + 1 se vzdycky zobrazi na tentyz prvek 1.

Uloha 5 (FKS (Fredman, Komlds, Szemerédi))

Ukéazeme si konstrukei (statické) hashovaci tabulky pro podmnozinu S velikosti n univerza U, kterd nemd zadné
kolize. Mozn4 jste narazili na konstrukci, kterd potiebovala Q(n?) paméti (presnéji pamétovych bunék). My to
zvlddneme s linedrnim po¢tem paméfovych bunék (za predpokladu, Ze muZeme mit zcela ndhodnou hashovaci
funkci, tu dokazeme sestrojit a samplovat v konstantnim case a ze si ji dokdzeme pamatovat v konstantnim

prostoru)lﬂ

1Totéz jde udélat s rozumné univerzalni funkci, tohle je jenom pro jednoduchost.
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Proces stavby tabulky bude probihat nasledovné: budeme stavét dvé irovné. V prvni trovni si zcela ndhodnou
hashovaci funkei f rozdélime prvky S do kybliku By, ..., B, (a oznacime si b; := |B;|). V druhé drovni pak
postavime bezkolizn{ tabulku pomoci konstrukce, kdy mame pro kyblik B; tabulku velikosti 2b? pro b; prvki,
a zkousime ndhodné volit vhodnou hashovaci funkci, dokud nemame zadné kolize.

Prvni uroven: V konstantnim ¢ase si vybereme ndhodnou hashovaci funkei f : U — [n], a tou rozdélime S
do kybliku. Toto opakujeme, dokud neplati, ze >, b? < Bn pro 8 = 4.

Chceme ukézat, ze tento krok budeme ve stiedni hodnoté opakovat nejvyse dvakrat. Ozna¢me jako C' pocet
kolizi.

a) Uréete E[C].

b) Urcete C v zdvislosti na b;.

i=1"1

)
)

c¢) Na zakladé predchozich dvou hodnot uréete E[> .-, b2].
)

d) Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = Y7 | b7 s vhodnou hodnotou, abychom dostali
pozadovany vysledek. (Taky se bude hodit stfedn{ hodnota geometrického rozdéleni.)

Druhd turoven: Ve druhé trovni pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzdlni hashovaci funkci
gi : U — [ab?] pro a = 2. Toto opakujeme, dokud nen{ prosta pro prvky v kybliku B;.
Oznacme jako C, pocet kolizi klice = € B; na druhé trovni.

a) Shora odhadnéte E[Cy].

b) Pouzijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravdépodobnost existence prvku s
aspon jednou kolizi.

¢) Kolikrat budeme muset proces opakovat? ([Sem si vlozte si svou oblibenou pozndmku o stfedni hodnoté
geometrického rozdéleni.])

Reseni

Prvni cast:
) EAlC] = ¥opycs Prlhla) = hp)] = (3) 4 = 25
b) O =30, (5) =20 =01, (0F b)) = i, (07) —n~ X0, b7 = 2C +n.
¢) E[¥?] = 2E[C] +n =2n — 1

d) Pr[X > 4n] < % < %, a tedy ve stfedni hodnoté budeme potiebovat 2 pokusy, nez najdeme vhodnou
funkei.

Druhd cast:

a) E[C"D] < abl:? = a%)i'

b) Oznacéime C' =3

vep, Cr, pak Pr[C" > 1] < ZzeBi Pr[C, > 1] < ZmeB,i aibi = é

¢) Ve stedni hodnoté tedy potiebujeme o = 2 pokusy pro nalezen{ vhodné funkce.

Uzitecné pojmy
Definice (c-univerzéln{ systém fef). Systém H funkel h : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vSechna
x #y plati Pryen[h(z) = h(y)] < £.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.
Definice (k-nezavisly systém fci). Systém H funkei h : U — [m] je (k, c)-nezdvisly pro néjakd k > 1,¢ > 0,
pokud Prpey[h(x1) = a1 A ... Ah(zg) = a] < — pro libovolnd 1, ..., xy 10204, ay,. .., a; ne nutné ruzna.
Systém H je k-nezdvisly, pokud je (k, ¢)-nezdvisly pro néjakou nezavislou konstantu c.

Tvrzeni (Union bound). Pro jevy A;, As plati, ze P[A; U As] < P[A1] + P[As).

Véta (Markovova nerovnost). Bud X nezdpornd ndhodnd veli¢ina. Pak Ve > 0 plati P[X > ¢] < B

S
Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X >d-E[X]] < 1.




