7. cviceni
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Véta. Tabulkové hashovani je 2-nezéavislé.

Dikaz. Na tabuli. 5

Veéta. Tabulkové hashovani je dokonce 3-nezavislé.

Uloha 1 (Tuhle vétu si dokdzeme)
Dokazte piedchdzejici vétu s nasledujicim postupem. Méjme a,b,c € Z5,x # y # 2z # = € 7Y, a pouzivejme
tabulkové hashovani s d ¢éstmi. Pak chceme ukdzat, Ze Prpey[h(z) = a Ah(y) =bAh(z) = < 5.

a)

b)

d)

Prvné si uvédomme, ze pokud méme jen jednu ¢ast, a tedy jednu tabulku, tvrzeni je trivialni.

Déle mé&jme alespon dvé ¢dsti. Protoze x,y, z jsou rizné, musi se (po dvou) lisit alesponi v jedné ¢asti.

Zaéneme s pifpadem, kdy existuje ¢ast i, ze 2%, 3%, 2* jsou viechny rizné. Méjme jakkoliv zvolené ostatni
tabulky, kromé tabulky T;. S jakou pravdépodobnosti muzeme zvolit funkci pro tabulku T; tak, ze h(x) =
a,h(y) =b,h(z) =c?

Jinak existuji (Bf]NO) ¢asti i, j takové, ze 2° = 2’ # y' ay) = 27 # 27. Potom mame nasledujici soustavu
rovnic, kde vy, vy, v, jsou vyXORované vysledky z ostatnich tabulek:

Tz @ T;[2| ©® vy = a
Tily' 1 © Tly’] ® vy = b

Tl o Ty/] @ v, = ¢

Opét si pfedstavme, zZe v, vy, v, uz zndme. S jakou pravdépodobnosti budou ndhodné volené tabulky
T;,T; spliiovat tuto soustavu rovnic?

Uvédomte si, ze toto staci.

Reseni a) Mdme jednu tabulku, takze mame uniformné ndhodnou funkei z {0,1}* do {0,1}*, a ta je auto-

b)

maticky nezavisla.

Méme zafixované vechny hodnoty, a vime, Ze h(z) musf byt a, tedy specialné T;(z*) = a@@?zlj# T;(z7),
a to je ddno jednoznaéné. Pro y, z plati totéz analogicky, a tedy mame pro volbu T;(z?), T; (y*), T;(2*) pravé

3

jednu moznost z celkem 23 = m? moznosti, a tedy v tomto piipadé méame 3-nezdvislost.

Uvédomme si, ze mame vlastné jen tii hodnoty, protoze z* = x* a y’ = 27, pak nasSe soustava rovnic je

Lz o T’ @ v, =a
TLlylo T’ @v, =b

Tz e T, | @v, =c

Kolik ma4 tato soustava feSeni? Hodnoty v,, vy, v, pfedpoklddame, Ze uz jsou zafixované, tedy nase soustava
rovnic se zjednodusi, zdroveii oznacime W = T;[z%], X = T;[y"], Y = Tj[27], Z = T}[27], a mdme pak

WaY =adv,

XY =bdv,
WoedZ=cohwv,

Tady vidime, ze kdyz zvolime libovolné Z, pak WY, X jsou jednoznacné urcené. Tedy celkem méame m
moznych fegen{ této soustavy rovnic, a madme m? zptisobt, jak W, X, Y, Z vybrat (jakymkoliv zptisobem, i
kdyz rovnice neplati). Tedy ndhodnymi volbami tuto rovnost splnime s pravdépodobnosti m/m?* = 1/m3.

Presné tak: v kazdém pifpadé tedy mame pravdépodobnost toho, Ze se hodnoty treff pravé 1/m?, coz je
presné to, co po nas chce definice nezéavislosti.
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Uloha 2 (4-nezévislost tabulkového hashovéni)
Ukazte, ze tabulkové hashovani neni 4-nezéavislé (pokud pouzivdme aspon dvé tabulky).
Hint: oypg4039 oyog ysoy ilngun upvuzoupal 143 yosuaid 2ysvy 2z ‘yofinoyny ndnisa 19140039 noyvlau ulou agsnyy

Reseni

Méjme a, b, ¢, d takové, zea = X Xa®...a* b= XYa?...d",c=YXa®...a¥F,d=YYd>...a". Pak h(a)Dh(b)®
h(c) @ h(d) = 0%, nebot hashe a’ vyXORujeme vzdycky étyfikrat, a hashe X,Y v kazdém bloku vyXORujeme
prave dvakrét. Specidlné to tedy znamend, ze Pr[h(a) = a Ah(b) = FAK(c) = yAh(d) = a®B®v] = Pr[h(a) =
aAh(b) =BAh(c) =7] = 5.

m3

Uloha 3 (Spatna verze kukacky)
Pro¢ je nésledujici implementace insertu pro kukackové hashovéni problematickd? (Implementaci a podminky
pro rehashovéni pro tento piiklad meteme pod koberec.)

for i=1 ton
if T[h1(x)] je prazdné
Thi(x)] =
return
swap(T[h1(x)], x)
if T[h2(x)] je prazdné
Th2(x)] =
return
swap(T[h2(x)], x)

Reseni
Protoze bychom méli vzdycky prohazovat hashovaci funkci, ale prvek, se kterym jsme z vyménili, mohl na tohle
misto byt zahashovany, takze ho potom zase vyhodime, a takhle se budeme cyklit dokola.

Uloha 4 (Rehashujeme)

Jednoduchd implementace rehashe u kukackového hashovani je, ze si vSechny hodnoty vlozime do pomocného
pole, a potom je po jednom insertujeme. Vymyslete implementaci rehashe, kterd pomocné pole nepotiebuje.
(Pozor na to, Ze béhem rehashe muzeme znovu zacit s rehashem.)

Reseni
Staci projit pole T podle indexi, a kdyz najdeme prvek ve Spatné buiice, tak ho odstranime, a znovu vlozime.

Uloha 5 (Vylozené praktické systémy)

Uvazme systém funkei H; = {id}, ktery obsahuje jedinou funkci, jez zobraz{ z na x. Je H; c-univerzélni pro
néjaké ¢? Je Hy (k,c)-nezdvisly pro né&jakd k a c¢?

Déle uvazme systém Ha = {ho(z) = a: a € [m]}. Dokazte, ze tento systém je (1,1)-nezdvisly. Déle ukazte, ze
Ho neni (2, ¢)-nezdvisly ani c-univerzalni pro zadné c.

Reseni

‘H1 je e-univerzalni pro kazdé ¢ > 0. Problém je, ze Pr[h(xz) = z] = 1, a tedy, pokud || > 1, pak nemuze byt
jakkoliv nezavisla.

U druhého systému: (1,1)-nezdvislost plyne z toho, ze Pr[hq( P protoZe volime jednu konkrétn{ volbu
a. Na druhou stranu, pro x # y mame Pr[h,(x) = bA hy(y) = E > —% pro jakoukoliv konstantu, a tedy

x) =] =
] =
nezdvislost je nemozna. Pro c-univerzalitu, evidentné Pr[h,(z) = ho(y)] = 1, a tedy c-univerzalitu také nemdme.

Uloha 6 (Modulo univerzalniho systému nemus{ byt univerzalni)
Ukazte, ze pokud mdme univerzdln{ systém hashovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic priddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Form&lné: Dokazte, ze pro kazdé ¢ a m > ¢ existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, ze H je univerzalni, ale H' uz nen{ c-univerzalni.

Reseni
Uvazme H; = {id} z predchozi dlohy - pak H; mod m nemuze byt c-univerzélni, protoze dokud m < |U|, pak
prvky 1 a m + 1 se vzdycky zobrazi na tentyz prvek 1.




Uziteéné pojmy

Definice (c-univerzéln{ systém fef). Systém H funkel h : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vSechna

x # y plati Pryen[h(z) = h(y)] < 5.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.

Definice (k-nezdvisly systém fci). Systém H funkei h : U — [m] je (k,c)-nezavisly pro néjakd k > 1,¢ > 0,
pokud Pryey[h(z1) = a1 A ... Ah(xr) = ag] < 7% pro libovolnd w1, ...,z 10204, ay,. .., a; ne nutné ruzna.
Systém H je k-nezavisly, pokud je (k, ¢)-nezdvisly pro néjakou nezavislou konstantu c.

Definice (Tabulkové hashovéni). Predstavme si, Ze chceme zahashovat n-bitové fetizky do m-bitovych fetizku,
kde n = k - £. Retizek 2 € {0,1}" pak rozlozime do k casti délky ¢, které znacime x’. Mizeme tedy psat
r = z'2?... 2%, Pak generovani nasf hashovaci funkce h : {0,1}" — {0,1}™ vypada tak, Ze vybereme uni-
formné ndhodné k funkei T; : {0,1}* — {0,1}™ (tyto reprezentujeme tabulkou, proto tabulkové hashovéni).
Vyhodnocujeme pak h(z) = @le Ti(z%) = Ty (21) © Ta(2?) @ - - - @ Ty (2¥), kde @ znaci XOR (po jednotlivych
bitech).



