6. CVICENI Z DATOVYCH STRUKTUR 1, ZS25/26

HeSujeme: opakovéani pravdépodobnosti a heSovaci funkce univerzalni a k-nezavislé

1. Lehké opakovdni pravdépodobnosti. Pat a Mat stiili Sipky a snazi se trefit se do
terce. Pravdépodobnost, ze se trefi, je p € (0,1], a je nezavisla na jakychkoliv jejich
predchozich pokusech (a stejna pro oba). Necht X je nahodna veli¢ina, ktera oznacuje

pocet pokust do prvni trefy (véetné). Ukazte, ze E[X]| = %.

2. Pravdépodobnost kolize. Ukaizte, ze v heSovaci tabulce velikosti m = n? s n prvky

dojde ke kolizi s pravdépodobnosti maximalné %, predpokladame-li zcela ndhodnou
hesovaci funkci. (Zkuste to dokézat bez pouziti piimo padnouciho pozorovani z pred-
nasky.)

3. Peuvné body permutaci. Méjme uniformné nadhodnou permutaci na n prveich. Urcete
stfedni hodnotu poc¢tu pevnych bodu této permutace.

4. Cernd krabicka. Dostali jste heSovaci funkci h : U — [m]. Pokud o této funkei
nevite nic dalsiho, kolik vyhodnoceni funkce potiebujete, abyste zarucené nasli k-tici
prvki, které se vSechny zobrazi do téze prihradky?

5. Narozeniny. Na prednasku je prihlaseno 178 lidi. Jakd je pravdépodobnost, ze
presné jeden z nich ma dnes narozeniny? Ignorujte prestupné roky, uvazujte, ze vsechny
dny jsou stejné pravdépodobné pro narozeni.

Nahodnou veli¢inu oznacujici pocet studenti, ktefi maji dnes narozeniny, oznacme X.

Dale jako Y oznacme pocet studentii, ktefi maji narozeniny zitra. Jaky je rozdil mezi
XaY?

6. Nezduvislost a univerzalita. Dokazte nasledujici:

e pokud je systém heSovacich funkei (k, c)-nezavisly, je také (k—1, ¢)-nezavisly (pro
k> 2),
e pokud je systém hesovacich funkei (2, ¢)-nezavisly, je téZ c-univerzalni.



7. VyloZené praktické systémy. Uvazme systém funkei H; = {id}, ktery obsahuje
jedinou funkci, jez zobrazi x na z. Je H; c-univerzalni pro néjaké ¢? Je Hy (k,c)-
nezavisly pro néjaka k a c?

Dale uvazme systém Ho = {h.(z) = a: a € [m]}. Dokazte, ze tento systém je (1,1)-
nezavisly. Dale ukazte, ze Hs neni (2, ¢)-nezéavisly ani c-univerzalni pro zadné c.

8. Modulo univerzdilniho systému nemusi byt univerzdlni. Ukazte, ze pokud méame
univerzalni systém heovacich funkei H, pak systém H', kde ke kazdé fci navic pridame
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Formalné: Dokazte, ze pro kazdé ¢ a m > ¢
existuje univerzum U a systém H z U do U tak, Ze H je univerzalni, ale H' uz neni
c-univerzalni.

9. Zpét k 1/0: Analyza algoritmu dle starovekého , Rozdél a panuj!“ Provedte analyzu
poctu prenesenych bloki, tedy /0 slozitost, pro algoritmus QuickSelect pro nalezeni
k-tého nejmensiho prvku s ndhodnym vybérem pivota. Jelikoz je pravdépodobnostni,
urcete stredni hodnotu.

(Pro jednoduchost muzete nejprve odstranit ndhodnost a predpokladat, ze v kazdém

kroku vybereme pivota, ktery je pseudomedidnem, tedy lezi v prostrednich dvou kvar-
tilech.)

Uzite¢né pojmy
Tvrzeni 1 (Union bound) Pro jevy Ay, Ay plati, Ze P[A; U As] < P[A;] + P[A,].

Tvrzeni 2 (Linearita stfedni hodnoty) Pro ndhodné veliciny X,Y a o, € R
plati: ElaX + Y| = oE[X] + BE[Y].

Definice 1 (Indikator, nezavislost ndhodnych veli¢in) Necht A je jev v diskrét-
nim pravdépodobnostnim prostoru. Potom indikdtor A je ndhodnd velicina I, defino-
vand: Ix(w) =0 w & A, jinak I4(w) = 1.

Ndhodné wveliciny X,Y na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru (2,292, P) jsou
nezdvislé, pokud Yo, B € R jsou jevy {w € Q : X(w) < a},{w € Q:Y(w) < F}
nezauvislé.

Definice 2 (c-univerzalni systém fci) Systém H funkcih : U — [m] je c-univerzdlng

pro ¢ > 0, pokud pro vsechna x # y plati Prpey[h(x) = h(y)] < <.

m

Systém H je univerzdlni, pokud je c-univerzalni pro néejaké ¢ > 0.

Definice 3 (k-nezavisly systém fci) Systém H funkcih : U — [m] je (k, c)-nezdvisly
pro néjakd k > 1,¢ > 0, pokud Pryey[h(z1) = a1 A. . .Ah(xy) = az] < 5 pro libovolnd
Ti,...,TE TUZNAd, Q1,...,GE Ne NUINE riznd.

Systém H je k-nezdvisly, pokud je (k, c)-nezdvisly pro néjakou nezdvislou konstantu c.



