3. cviceni
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Uloha 1 (Splay stromy maji potencial)
Ujistéte se, ze chapete, jak je definovany potencidl ve splay stromech a ze rozumite hlavnim myslenkdm analyzy
amortizované slozitosti splaye.

a) Jak je definovan potenciél splay stromu?

b) Jaky je potenciél perfektné vyvdzeného stromu? (Sta¢{ ndm rozumny horni a dolni odhad, pro jednodu-
chost piedpokladejte n = 2F — 1.)

Jaky je potencidl cesty? (Opét staci rozumné odhady.)

Jaka je amortizovand cena rotace (dvojité a jednoduché)?

Jakd je amortizovand cena celého splaye a jak plyne z amortizovanych cen rotace?
Jaka je redlnd cena celého splaye (a v jakych jednotkach ji vlastné pocitame)?

Reseni a) Oznacime si T(v) podstrom s kofenem v, velikost s(v) = |T(v)|, hodnost 7(v) = logy(s(v)), po-
tencidl pak je ® =), 7(v), a (tradi¢né) znacime n jako pocet vrcholi ve stromeé.

b) Dvojitd 3r'(x) — 3r(z), kde 7’ je rank po, r je rank pfed, a jednoduchd 3r'(x) — 3r(z) + 1.
c¢) Nejvyse 3r'(z) —3r(xz) + 1 € O(logn) - tohle vyjde, protoze souéty amortizovanych cen rotaci teleskopuji.
d) Pocet provedenych rotaci - v rotacich.
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n/4, protoze tiplny bindrni strom mé 2¥=2 ~ n/4 vrcholi v trovni tésné nad listy.

f) i, log(i) =log(n!) > 2 log (%), zroveil mizeme odhadnout log(n!) < nlogn, protoze n! < n™.

Uloha 2 (Semisplay)

rotaci vrchni hrany. Konkrétné v ptipadé LL méjme tf¥i vrcholy z,y a z takové, ze = je levym synem y a y je
levym synem z. Pak pii splayovani x provedeme jednoduchou rotaci hrany zy a dale pokracujeme ve splayovani
vrcholu y (misto z); puvodné splayovany prvek se tedy nemusi dostat do korene. Kroky LP a PL (zig-zag) nebo
zavéretna jednoduchd rotace funguji stejné. Zanalyzujte amortizovand cenu operace semisplay.

Reseni

Provedeme stejnou analyzu jako u standardniho splaye, uvédomime si, ze u zig-zagu nam vlastné stacil odhad
247"(x)+r'(y) + 7' (z2) —r(z) —r(y) —r(z) <24+ r'(y) + 7' (2) — 2r(x) < 2(r'(x) — r(z)), kde prvni nerovnost
plyne z ' (x) = r(2),r(z) < r(y), a druhd nerovnost plyne z konkévnosti logaritmu.

U zig-zigu se ndm potenciél vrcholu z nezméni, takze cena je 1+1/(y) +1'(2) —r(y) —r(2) < 2(r'(y) —r(y)) <
2(r'(y) — r(x)). Tim padem se to pak poteleskopuje na 2(r'(novy kofen) — r(z)) + 1, a zbytek analyzy vyjde
prakticky stejné.

Uloha 3 (Ultraliné splay stromy)

Motivovani tspésnou lenosti, kterd vedla k operaci semisplay, chceme na stromé provadét jesté méné zmén. Co
kdybychom pii splayovani prvku x rotovali jen kazdou druhou hranu na cesté z = do kofene a postupné meénili
splayovany prvek?

Reseni

Tohle nevyjde, protoZe si muzeme postavit strom (pfesnéji cestu) tvaru ”cikcak”, kde vrcholy budou po radé

v

na strom tvarun, l,n —1,2,n — 2,3,..., takze se strom prakticky nijak nezméni.
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Uloha 4 (Rozdél a spojuj)

Pro splay strom T a hodnotu k navrhnéte operaci SPLIT, kterd strom T rozdéli na dva stromy 77, T, pficemz ve
stromé T” jsou vSechny hodnoty mensi nebo rovny k a ve stromé T jsou vSechny hodnoty vétsi nez k. Pokuste
se zachovat amortizovanou slozitost.

Daéle pro splay stromy T”,T"”, kde vSechny hodnoty v T” jsou mens{ neZ vSechny hodnoty v T”, navrhnéte
operaci JOIN(T",T"), kterd slouci stromy do jednoho, opét pii zachovani amortizované slozitosti.

ResSeni a) SpLAY(k), resp LOOKUP(k), pak T" je kofen + levy podstrom, T" je pravy podstrom.

b) Vysplayujeme maximum z T, a T" pfiddme jako pravého syna kofene.

Bonusové tlohy

Uloha 5 (Subset theorem)

Ukéazeme nésledujici tvrzeni: méjme splay strom na vrcholech [n] a podmnozinu S C [n], s := |S|. Pak m dotaz,
které se ptaji pouze na prvky S, mé ¢asovou slozitost O(n - s + mlogs).

Jako bonus jej muzeme zlepsit na O(n - min(s,logn) + mlogs).

Neformalné dukaz postupuje nésledovné: rddi bychom si predstavili, ze prvky S nadm ve stromé tvoii maly
podstrom (idedlné ve velikosti linedrni v s), ve kterém se déje skoro vse dulezité. Tak takovy podstrom budeme
sledovat s tim, ze se tedy jedna o nejmensi podstrom, ktery obsahuje vSechny prvky, na které jsme se dosud ptali.
Ukéazeme, ze pfidani jednoho nového vyhledaného prvku ndm do podstromu pfidd maximalné jeden dalsi prvek,
takze cely podstrom nebude piili§ velky. Kdyz uz prvek v tom podstromé je, tak cenu vsech dotazi muzeme
pocitat jenom v tom malém podstromé, ale kdyz v ném jeSté neni, tak musime cenu rozdélit na cenu mimo
podstrom, a cenu v podstromé. Mimo podstrom muzeme cenu odhadnout trividlné. V podstromé pak muzeme
pouzit vétu o amortizované slozitosti, a diky malé velikosti podstromu O(s) dostdvame celkovy vysledek.
Predpokladejme, ze mame posloupnost dotazu ¢, ..., ¢,. Déle si oznac¢ime jako Ty, ..., T, stavy splay stromu,
kde T; je stav po i-té operaci, a jako S; := {qg;: j < i},s; = |S;| si oznacime mnozinu prvku, které byly
dotazovany do i-té operace, a mohutnost této mnoziny. Budeme postupovat nasledovné:

a) Ukdzeme, ze kdyz se podivame na nejmensi podstrom 7;, ktery obsahuje vSechny prvky S;, tak tento
podstrom obsahuje nejvyse 2s; — 1 vrcholu. Tento podstrom si ddle oznac¢ime jako D;. (Dg je prézdny
strom.)

b) Ukdzeme, zZe to, co se déje pii rotacich mezi T; a T;11 v D; umime simulovat v malém stromé, ktery
odpovida D;.

¢) Tim pddem muzeme cenu kazdého dotazu rozdélit na dvé ¢dsti: cena na ,zvednuti“ do D; a cena uvnitf
D;. Trividlné odhadnéte cenu na zvednuti s prvku jako O(n - s).

d) Odhadneme za pomoci nevazené analyzy cenu vsech operaci uvniti D = (Dy, ..., D,,) (z prvniho bodu
méme odhad na velikost D,,) a uvédomime si, ze to staci.

Bonus: Vyuzijme véty ze cviceni a uvédomme si, ze pro velké s ji také muzeme pouzit se stejnym vysledkem.
Bonus 2: Jak to vypadd s ¢dsti a) pro naivni splay?

Reseni a) Indukei podle poétu provedenych operaci, na za¢atku je strom prazdny, po prvni operaci mé jenom
jeden vrchol. Déle se podivame na néjaky obecny dotaz. Pokud prvek uz v podstromu je, tak se jedna o
normaln{ vysplayovani uvnitf podstromu.

Jinak hledany prvek v podstromu zatim neni: pak se podivame na prvni dvojrotaci, ve které se vyskytuje
néjaky prvek podstromu (vSechny pfedchozi na podstrom nemaji zadny vliv): jediny pfipad, kdy muzeme
pridat dalsi vrchol, nastane pfi zig-zig, kde nejvyssi vrchol uz v podstromé je a prostfedni vrchol v
podstrome jesté neni. (Je to prosté o projiti nékolika piipadu.) A kdyz uz v podstromé jsme, tak nemuzeme
zadny vrchol pfidat (ale muzeme potencidlné néjaké vrcholy odebrat, coz ndm horni odhad nezkazi).

b) Simulace: budeme si udrzovat pouze ten maly podstrom, a kdyz do néj budeme chtit pfidat novy vrchol
(protoze jsme na néj pravé poprvé provedli vyhledéni), tak pfiddme nejvyse dva vrcholy tak, aby vSechny
rotace odpovidaly rotacim ve velkém stromé. (Takze kdyz provddim zig-zig, kde jenom nejvyssi vrchol
uz byl ve stromé, tak provedu ,dvojity insert“, kde pfiddm dva vrcholy najednou, coz se ale stejné



Bonus:

Bonus 2:

uamortizuje.) Zdroven, pokud se mi stane, zZe se néjaky prvek, ktery jesté nebyl vyhleddn, stane listem,
tak ho z podstromu smazu (tohle ¢isté technicky délat nemusim, ale usnadiiuje to definici toho, ze D; je
nejmensi podstrom; zaroven mazani jsou z pohledu potencidlu operace vlastné zdarma, takze mi to cenu
nezményi).

Kazdy prvek je prinejhorsim v hloubce n, takze celkova cena je O(n - s).

Zacindme s prazdnym stromem, a kon¢ime se stromem o s prvcich, takze cena z amortizované analyzy je
maximédlné O(slog s + mlogs), a protoze m > s, mame O(mlog s).

Muzeme pouzit working set theorem, a potom si vybereme mez podle velikosti s.

Strom se tam taky vytvori, a dokonce bude mit velikost jenom s;.



