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Úloha 1 (Perfectly balanced, as all things should be)

Navrhněte algoritmus, který ze seřazeného pole v lineárńım čase vytvoř́ı perfektně vyvážený BVS. (Tedy pro

každý vrchol muśı platit, že počet vrchol̊u v levém podstromu se od počtu vrchol̊u v pravém podstromu smı́

lǐsit maximálně o 1.)

Řešeńı

Rozděl a panuj: vezmeme prostředek (délku pole v́ıme předem, nebo si ji jedńım pr̊uchodem spoč́ıtáme) a

zarekurźıme se na levé podpole a pravé podpole (už s informaćı o délce).

Úloha 2 (Ĺıně vyvažované stromy)

Připomeňte si, jak funguj́ı ĺıně vyvažované BVS a jakým potenciálem se analyzuj́ı.

a) Jak dlouho může trvat provedeńı k operaćı provedených na libovolném BB[α] stromu s n vrcholy?

b) Proč je v definici potenciálu výjimka pro rozd́ıl 1, tedy co by se pokazilo, kdybychom ji neudělali?

Řešeńı

Potenciál je součet přes potenciál vrchol̊u, kde každý vrchol má potenciál podle |s(ℓ(v)) − s(r(v))|, kde s je

velikost podstromu, ℓ(v) je levý podstrom a r(v) je pravý podstrom. Je-li tento rozd́ıl 0 nebo 1, pak φ(v) = 0,

jinak φ(v) = |s(ℓ(v)) − s(r(v))|. Analýza pak prob́ıhá tak, že d́ıky vyvážeńı máme garantovanou O(log n)

hloubku, a drž́ıme si invariant, že |s(ℓ(v)) − s(r(v))| ≤ (2α − 1)s(v). Když ten invariant poruš́ıme, tak ale

máme v potenciálu vrcholu dost na to, že zvládneme zaplatit přestavěńı celého podstromu v lineárńım čase.

Amortizovaná cena tedy bude O(logn), protože zbytek se vyřeš́ı potenciálem.

a) O(k logn+ n logn)

b) Ne každý strom umı́me vyvážit přesně, a kdybychom měli rozd́ıl 1 v každém vrcholu, tak muśıme platit

Ω(s(v)) pro všechny nevyvážené vrcholy a nemuśıme nic ušetřit.

Úloha 3 (Hloubka splay stromů nemuśı být vždy logaritmická)

Navrhněte posloupnost operaćı, která vytvoř́ı splay strom s lineárńı hloubkou a to jak pro naivńı splay tak pro

správný splay.

Řešeńı

Postupně pust́ıme operace Splay(1), Splay(2),. . ., Splay(n), nebo mı́sto Splayů Findy.

Alternativně můžeme takhle Insertovat do prázdného stromu.

Úloha 4 (Naivita se ne vždy vypláćı)

Co se pokaźı, když operaci Splay implementujeme naivně, tedy jen pomoćı jednoduchých rotaćı jedné hrany?

(Tedy implementace naivńıho Splay je
”
dokud x neńı kořen, Rotate(x)“.)

Řešeńı

Pokud budeme dvakrát za sebou volat Splay(1),. . .,Splay(n), tak nejdř́ıve vytvoř́ıme levou cestu, a potom s

jednoduchými operacemi budeme stavět druhou levou cestu nad prvńı, takže celková cena bude O(n2).

Úloha 5 (Splay stromy maj́ı potenciál)

Ujistěte se, že chápete, jak je definovaný potenciál ve splay stromech a že rozumı́te hlavńım myšlenkám analýzy

amortizované složitosti splaye.

a) Jak je definován potenciál splay stromu?

b) Jaký je potenciál perfektně vyváženého stromu? (Stač́ı nám rozumný horńı a dolńı odhad, pro jednodu-

chost předpokládejte n = 2k − 1.)

c) Jaký je potenciál cesty? (Opět stač́ı rozumné odhady.)

d) Jaká je amortizovaná cena rotace (dvojité a jednoduché)?

e) Jaká je amortizovaná cena celého splaye a jak plyne z amortizovaných cen rotace?
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f) Jaká je reálná cena celého splaye (a v jakých jednotkách ji vlastně poč́ıtáme)?

Řešeńı a) Označ́ıme si T (v) podstrom s kořenem v, velikost s(v) = |T (v)|, hodnost r(v) = log2(s(v)), po-

tenciál pak je Φ =
∑

v∈V r(v), a (tradičně) znač́ıme n jako počet vrchol̊u ve stromě.

b) Dvojitá 3r′(x)− 3r(x), kde r′ je rank po, r je rank před, a jednoduchá 3r′(x)− 3r(x) + 1.

c) Nejvýše 3r′(x)− 3r(x)+ 1 ∈ O(logn) - tohle vyjde, protože součty amortizovaných cen rotaćı teleskopuj́ı.

d) Počet provedených rotaćı - v rotaćıch.

e)
∑k−1

i=0 2i · (log2(2k−i − 1)) ≤
∑k−1

i=0 2i · (log2(2k−i)) =
∑k−1

i=0 2i · (k − i) =
∑k

ℓ=1

∑ℓ−1
i=0 2

i =
∑k

ℓ=1 2
ℓ − 1 =

2k+1 − 1 − (k + 1) = 2k+1 − k − 2 = 2(2k − 1) − k = 2n − log n. Zároveň máme triviálńı spodńı odhad

n/4, protože úplný binárńı strom má 2k−2 ≈ n/4 vrchol̊u v úrovni těsně nad listy.

f)
∑n

i=1 log(i) = log(n!) ≥ n
2 log

(
n
2

)
, zároveň můžeme odhadnout log(n!) ≤ n logn, protože n! ≤ nn.

Bonusové úlohy

Úloha 6 (Potenciál pro následńıka)

Na prvńım cvičeńı jsme si ukázali, že použit́ı n − 1 operaćı následńıka na libovolném BVS, když začneme ve

vrcholu s nejmenš́ım kĺıčem, má složitost O(n). Jak to můžeme dokázat pomoćı potenciálu?

Řešeńı

Zadefinujeme si potenciál Φ(x) jako h+sL(x)−sR(x) pro x aktuálńı vrchol, kde h je maximálńı hloubka stromu,

sL(x) je počet levých syn̊u na cestě z kořene do x a sR(x) je počet pravých syn̊u na cestě z kořene do x.

Speciálně nalezeńı nejlevěǰsho prvku trvá i amortizovaně jeho hloubku, ale to v analýze všech krok̊u nevad́ı.

Pod́ıváme se na jednotlivé př́ıpady použit́ı operace následńıka na x:

1. pokud xmá pravého syna a y je následńıkem x, pak sR(x)−sR(y) = −1, sL(y)−sL(x) = hloubka vrcholu y pod pravým synem x,

a tedy Φ(y)− Φ(x) je řádově reálná cena operace,

2. pokud x pravého syna nemá, postupujeme po otćıch, dokud nevystouṕıme poprvé jako levý syn - v tom

př́ıpadě pro vrchol y, který je následńıkem x, máme sR(x)−sR(y) = počet hran, které jsme vystoupali nahoru −
1 a sL(y)− sL(x) = −1, což je opět řádově reálná cena operace.

Zároveň snadno zpozorujeme, že hodnota potenciálu je nejvýše 2h.

Speciálně tedy až na prvńı operaci v čase h máme všechny ostatńı operace amortizovaně v O(1), a tedy celková

složitost je O(n+ h) = O(n), nebot’ h ≤ n.

Úloha 7 (Pro fajnšmekry)

Proved’te přestavěńı BVS na perfektně vyvážený BVS v lineárńım čase a s konstantńı pamět́ı.

Řešeńı 1. ze stromu uděláme pravou cestu

2. vhodně pozkomprimujeme listy


