2. cviceni
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Uloha 1 (Perfectly balanced, as all things should be)

Navrhnéte algoritmus, ktery ze sefazeného pole v linedrnim ¢ase vytvoii perfektné vyvazeny BVS. (Tedy pro
kazdy vrchol musi platit, ze pocet vrcholu v levém podstromu se od po¢tu vrcholi v pravém podstromu smi
lisit maximdlné o 1.)

Reseni
Rozdél a panuj: vezmeme prostiedek (délku pole vime predem, nebo si ji jednim prichodem spocitdme) a
zarekurzime se na levé podpole a pravé podpole (uz s informaci o délce).

Uloha 2 (Lin¢ vyvazované stromy)
Ptipomerite si, jak funguji 1liné vyvazované BVS a jakym potencidlem se analyzuji.

a) Jak dlouho muze trvat provedeni k operaci provedenych na libovolném BB[«a] stromu s n vrcholy?
b) Pro¢ je v definici potencidlu vyjimka pro rozdil 1, tedy co by se pokazilo, kdybychom ji neudélali?

Reseni

Potenciél je soucet pies potencidl vrcholu, kde kazdy vrchol md potencidl podle |s(¢(v)) — s(r(v))|, kde s je
velikost podstromu, £(v) je levy podstrom a r(v) je pravy podstrom. Je-li tento rozdil 0 nebo 1, pak ¢(v) = 0,
jinak o(v) = |s(¢(v)) — s(r(v))|. Analyza pak probihd tak, ze diky vyvdzeni méme garantovanou O(logn)
hloubku, a drzime si invariant, ze |s(¢(v)) — s(r(v))] < (2a — 1)s(v). Kdyz ten invariant porusime, tak ale
mame v potencidlu vrcholu dost na to, ze zvladneme zaplatit prestavéni celého podstromu v linedrnim case.
Amortizovand cena tedy bude O(logn), protoze zbytek se vyfesi potencidlem.

a) O(klogn + nlogn)

b) Ne kazdy strom umime vyvazit pfesné, a kdybychom meéli rozdil 1 v kazdém vrcholu, tak musime platit
Q(s(v)) pro vechny nevyvdzené vrcholy a nemusime nic uSetfit.

Uloha 3 (Hloubka splay stromt nemusi byt vzdy logaritmicka)

Navrhnéte posloupnost operaci, ktera vytvori splay strom s linearni hloubkou a to jak pro naivni splay tak pro
spravny splay.

Reseni

Postupné pustime operace SPLAY (1), SPLAY(2),..., SPLAY(n), nebo misto SPLAYU FINDy.

Alternativné muzeme takhle INSERTovat do prazdného stromu.

Uloha 4 (Naivita se ne vzdy vypléci)
Co se pokazi, kdyz operaci SPLAY implementujeme naivné, tedy jen pomoci jednoduchych rotaci jedné hrany?
(Tedy implementace naivniho SPLAY je ,dokud z neni kofen, Rotate(z)*.)

Reseni
Pokud budeme dvakrat za sebou volat SPLAY(1),...,SPLAY(n), tak nejdiive vytvorime levou cestu, a potom s

jednoduchymi operacemi budeme stavét druhou levou cestu nad prvni, takze celkova cena bude O(n?).

Uloha 5 (Splay stromy maji potencisl)
Ujistéte se, ze chapete, jak je definovany potencial ve splay stromech a ze rozumite hlavnim myslenkam analyzy
amortizované slozitosti splaye.

a) Jak je definovdn potenciél splay stromu?

b) Jaky je potenciél perfektné vyvazeného stromu? (Sta¢{ ndm rozumny horni a dolni odhad, pro jednodu-
chost piedpokladejte n = 28 — 1.)

c¢) Jaky je potencidl cesty? (Opét staci rozumné odhady.)
d) Jaka je amortizovand cena rotace (dvojité a jednoduché)?

e) Jakd je amortizovand cena celého splaye a jak plyne z amortizovanych cen rotace?
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f) Jakd je redlnd cena celého splaye (a v jakych jednotkéch ji vlastné pocitame)?

Reseni a) Oznacime si T(v) podstrom s kofenem v, velikost s(v) = |T'(v)|, hodnost 7(v) = logy(s(v)), po-
tencidl pak je ® =) i, 7(v), a (tradi¢né) znacime n jako pocet vrcholi ve stromeé.

b) Dvojitd 3r'(z) — 3r(z), kde " je rank po, r je rank pted, a jednoduchd 3r'(x) — 3r(x) + 1

)
¢) Nejvyse 3r'(x) —3r(x) +1 € O(logn) - tohle vyjde, protoze souéty amortizovanych cen rotaci teleskopuji.
d) Pocet provedenych rotacf - v rotacich.

)
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f) Y log(i) = log(n!) > Zlog (%), zéroveii mizeme odhadnout log(n!) < nlogn, protoze n! < n™.

Bonusové ulohy

Uloha 6 (Potencisl pro néslednika)
Na prvnim cvi¢eni jsme si ukdzali, ze pouziti n — 1 operaci néaslednika na libovolném BVS, kdyz za¢neme ve
vrcholu s nejmensim klicem, ma slozitost O(n). Jak to muzeme dokdzat pomoci potencidlu?

Reseni
Zadefinujeme si potencidl ®(z) jako h+ sy (x) — sg(x) pro z aktudlni vrchol, kde h je maximéln{ hloubka stromu,
s (x) je pocet levych synu na cesté z kofene do x a sg(x) je pocet pravych synu na cesté z kofene do x.

Specidlné nalezeni nejlevéjsho prvku trva i amortizované jeho hloubku, ale to v analyze vsech kroki nevadi.
Podivame se na jednotlivé piipady pouziti operace naslednika na x:

1. pokud z m4 pravého syna a y je ndslednikem x, pak sp(z)—sgr(y) = —1, s (y)—sr(z) = hloubka vrcholu y pod pravym
a tedy ®(y) — ®(x) je fddové redlnd cena operace,

2. pokud x pravého syna nemad, postupujeme po otcich, dokud nevystoupime poprvé jako levy syn - v tom
piipadé pro vrchol y, ktery je ndslednikem z, mame sg(z)—sg(y) = pocet hran, které jsme vystoupali nahoru —
lasp(y) —sp(x) = —1, coz je opét Fadove redlnd cena operace.

Zaroven snadno zpozorujeme, ze hodnota potencialu je nejvyse 2h.
Specidlné tedy az na prvnf operaci v ¢ase h méme vSechny ostatni operace amortizované v O(1), a tedy celkovd
slozitost je O(n + h) = O(n), nebot h < n.

Uloha 7 (Pro fajnsmekry)
Proved'te piestavéni BVS na perfektné vyvazeny BVS v linedrnim case a s konstantni paméts.

ReSeni 1. ze stromu udélame pravou cestu

2. vhodné pozkomprimujeme listy
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