
1. cvičeńı
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Úloha 1 (Asymptotika)

Roztřid’te následuj́ıćı funkce do skupin stejně rychle rostoućıch funkćı (tj. pro všechny f, g v jedné skupině plat́ı

f = Θ(g)) a následně porovnejte tyto skupiny pomoćı o a ω: n, 42n + 7, n2, log n, loge n, log(n2), (log n)2,√
n, 2n, 22n, 4n, 2n log n, 22 log n, nn, n!, (n+ 1)!.

Všechny logaritmy bez explicitńıho základu maj́ı dvojkový základ.

Řešeńı

Od nejmenš́ıho k největš́ımu

• log n, loge n, log(n2)

• (log n)2

•
√
n

• n, 42n+ 7

• n2, 22 log n

• 2n

• 22n, 4n

• n!

• (n+ 1)!

• nn, 2n log n

Úloha 2 (Iterace následńıka)

Najdeme v BVS (s n vrcholy) vrchol s minimálńım kĺıčem, a poté (n − 1)-krát provedeme operaci nalezeńı

následńıka. Jaká bude celková časová složitost?

Řešeńı

Je to DFS, takže lineárńı.

Úloha 3 (A ted’ oboustranně a se smrštěńım)

Zat́ım jsme přidávali jenom na konec pole. Šlo by konstrukci upravit tak, abychom mohli přidávat i na začátek

a zachovali jsme přitom složitost?

A co kdybychom chtěli prvky z konce (či začátku) mazat?

Řešeńı

Oboustrannost: možnost je např́ıklad cyklické pole, pak se to snadno uamortizuje.

Mazáńı: počkáme, až budeme vyplňovat jen čtvrtinu maximálńı kapacity, a pak zmenš́ıme na polovinu.

Úloha 4 (Natahujeme pole)

Ukázali jsme si, jak implementovat natahovaćı pole, které funguje v amortizovaně konstantńım čase, s t́ım,

že vždycky, když je pole plné, a potřebujeme přidat daľśı prvek, všechno překoṕırujeme do pole dvojnásobné

velikosti.

Co by se stalo, kdybychom mı́sto zdvojnásobováńı kapacitu C zvyšovali jinak?

a) C ⇝ C + k, kde k ≥ 1 je konstanta,

b) C ⇝ C2,

c) C ⇝ k · C pro konstantu k > 1.
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Řešeńı

Zvyšováńı o konstantu: ukážeme, že řešeńı neprojde. Necht’ ℓ je počátečńı kapacita pole, a proved’me n ≫ ℓ

operaćı, kde pro jednoduchost n = ℓ + α · k, kde α ∈ N. Spočtěme jenom cenu na koṕırováńı prvk̊u: celkem

provedeme
α∑

i=0

ℓ+ i · k operaćı, což je součet prvńıch α člen̊u aritmetické posloupnosti, kde α můžeme vyjádřit

jako n−ℓ
k . Pro součet máme vzoreček, který zńı α · ℓ+(ℓ+αk)

2 = n−ℓ
k · ℓ+n

2 ∈ Ω(n2) (protože k, ℓ jsou konstanty).

Z toho plyne, že součet n operaćı má cenu alespoň Ω(n2), a proto amortizovaně nemůžeme mı́t cenu lepš́ı než

Ω(n) na operaci.

Zvětšeńı na druhou mocninu: zde zálež́ı na našich předpokladech, konkrétně na tom, jak funguje alokace pole.

Dopadne to jinak, pokud alokace je v konstantńım čase, a jinak pokud je v čase lineárńım.

Pokud alokujeme v konstantńım čase, pak použijeme peńızkový argument jako u zdvojnásobeńı. Těsně po

zvětšeńı pole máme pole s kapacitou C2 obsahuj́ıćı C prvk̊u. Máme tedy zbývaj́ıćıch C2 − C insert̊u, během

nichž potřebujeme ušetřit C2 peńızk̊u. To uděláme prostě tak, že při každém insertu budeme mı́t tři peńızky:

jeden použijeme na vložeńı prvku do pole, a dva si schováme na překoṕırováńı. Protože alokace je konstantńı,

stač́ı nám jenom zaplatit překoṕırováńı, na což máme 2(C2 − C) ≥ C2 peńızk̊u (pro C alespoň 3).

Pokud ovšem alokujeme v lineárńım čase, pak si muśıme uvědomit, že muśıme zaplatit celou délku pole předem.

Speciálně může tedy doj́ıt k tomu, že provedeme přesně tolik insert̊u, že zvětš́ıme pole, a hned potom se

zastav́ıme. Celková cena by pak byla O(n2), ale my bychom provedli pouze Θ(n) operaćı, což znamená, že

amortizovaně nemůžeme mı́t lepš́ı než lineárńı cenu.

Zvětšeńı na konstantńı násobek: použijeme podobný peńızkový argument jako u zdvojnásobováńı. Obecně po

zvětšeńı máme pole velikosti C, v němž je zaplněno 1
k ·C položek, a k daľśımu zkoṕırováńı dojde po (1− 1

k )C =
k−1
k C vložeńıch. Celkem potřebujeme mı́t našetřeno C, ale máme na to pouze k−1

k C vložeńı. To znamená, že

každé přidáńı prvku muśı zaplatit C
k−1
k C

= k
k−1 zkoṕırováńı prvku, a k tomu ještě nav́ıc své vlastńı vložeńı. To

tedy můžeme udělat tak, že každý insert zaplat́ı 1 + k
k−1 ∈ O(1) peńızk̊u, kde prvńı peńızek zaplat́ı vložeńı

prvku do pole, a daľśı peńızky si pošetř́ıme na zaplaceńı koṕırováńı.

Bonusové úlohy

Úloha 5 (Pozorné čteńı)

Najdete v zadáńı cvičeńı Asymptotika formálńı chybku?

Řešeńı

= by mělo být ∈

Úloha 6 (Perfectly balanced, as all things should be)

Navrhněte algoritmus, který ze seřazeného pole v lineárńım čase vytvoř́ı dokonale vyvážený BVS. (Tedy pro

každý vrchol muśı platit, že počet vrchol̊u v levém podstromu se od počtu vrchol̊u v pravém podstromu smı́

lǐsit maximálně o 1.)

Řešeńı

Rozděl a panuj: vezmeme prostředek (délku pole v́ıme předem, nebo si ji jedńım pr̊uchodem spoč́ıtáme) a

zarekurźıme se na levé podpole a pravé podpole (už s informaćı o délce).

Úloha 7 (Intervalový update)

Mějme BVS jako slovńık dvojic (kĺıč, hodnota) s č́ıselnými hodnotami. Upravte jej, aby podporoval operaci

Add(x, y, δ), která k hodnotám všech kĺıč̊u v intervalu [x, y] přičte δ.

Tato operace má běžet v O(h), kde h je hloubka stromu. To znamená, že nemuśıme hned aktualizovat hodnoty

všech kĺıč̊u v intervalu. Stač́ı, když operace Find(k) vrát́ı správnou hodnotu kĺıče k.

Řešeńı

TODO


