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Uloha 1 (Spatné verze kukacky)
Pro¢ je nésledujici implementace insertu pro kukackové hashovéni problematickd? (Implementaci a podminky
pro rehashovéni pro tento piiklad meteme pod koberec.)

for i=1 ton
if T[h1(x)] je prazdné
Thi(x)] = x
return
swap(T[h1(x)], x)
if T[h2(x)] je prazdné
Th2(x)] = x
return
swap(T[h2(x)], x)

Reseni
Protoze bychom méli vzdycky prohazovat hashovaci funkci, ale prvek, se kterym jsme x vyménili, mohl na tohle
misto byt zahashovany, takze ho potom zase vyhodime, a takhle se budeme cyklit dokola.

Uloha 2 (4-nezévislost tabulkového hashovéni)
Ukazte, Ze tabulkové hashovan{ nen{ 4-nezavislé (pokud pouzivdme aspon dvé tabulky).
Hint: oya4092 oyog ysvy Ungun gurvuzoupal 143 yosuald aysoy az ‘Yofiaoyn) ndnisa 10140099 noyvlou 1lou 21snyy

Reseni
Méjme a, b, ¢, d takové, zea = X Xa®...a* b= XYa®...a* c =Y Xa®...a*,d=YYa®...d" Pak h(a)©h(b)D
h(c) @ h(d) = 0%, nebot hashe a* vyXORujeme vzdycky étyiikrat, a hashe X,Y v kazdém bloku vyXORujeme
prave dvakrit. Specidlné to tedy znamens, ze Pr[h(a) = a AR(b) = SAR(c) = yAh(d) = a® BB v] = Pr[h(a) =
aAh(b) =BAh(c)=7] = =

m3 "

Véta. Tabulkové hashovani je 3-nezavislé.

Uloha 3 (Tuhle vétu si dokazeme)
Dokazte predchazejici vétu s nésledujicim postupem. Méjme a,b,c € Z5, 2 # y # z # x € ZY¥, a pouzivejme
tabulkové hashovéni s d ¢dstmi. Pak chceme ukézat, ze Pryey[h(z) = a A h(y) =bAh(z) = < 5.

a) Prvné si uvédomme, Ze pokud méme jen jednu ¢ést, a tedy jednu tabulku, tvrzen{ je trividlni.

Daéle méjme alespon dvé ¢asti. Protoze z,y, z jsou ruzné, musi se (po dvou) lisit alespon v jedné ¢ésti.

b) Zaéneme s pifpadem, kdy existuje ¢dst i, ze x, ', 2 jsou vSechny riizné. Méjme jakkoliv zvolené ostatni
tabulky, kromé tabulky T;. S jakou pravdépodobnosti mizeme zvolit funkei pro tabulku T; tak, ze h(z) =
a,h(y) =b,h(z) =c?

¢) Jinak existuji (BUNO) &ésti 4, j takové, 7e z' = 2% # ' ay/ = 27 # 27. Potom méme nésledujici soustavu
rovnic, kde v, vy, v, jsou vyXORované vysledky z ostatnich tabulek:

T;[z') ® Tj[2] ® v = a
Tily' 1 © Tjly’] ® vy = b

Tl o Tyl @ v, = ¢

Opét si predstavme, ze v, vy, v, uz zndme. S jakou pravdépodobnosti budou ndhodné volené tabulky
T;,T; spliovat tuto soustavu rovnic?

d) Uveédomte si, ze toto staci.
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Reseni a) Mdme jednu tabulku, takze mame uniformné ndhodnou funkei z {0,1}* do {0,1}*, a ta je auto-
maticky nezavisla.

b) Méme zafixované viechny hodnoty, a vime, Ze h(z) musi byt a, tedy specidlné T;(z*) = a@@?zl#i Tj(z),
a to je ddno jednoznaéné. Pro y, z plati totéz analogicky, a tedy mame pro volbu T;(z?), T;(y*), T;(2*) pravé

3

jednu moznost z celkem 23* = m? moznosti, a tedy v tomto piipadé mame 3-nezdvislost.

¢) Uvedomme si, ze mame vlastné jen t¥i hodnoty, protoze z* = z* a y? = a7, pak nase soustava rovnic je

Tilz') & Tjl2?) © v, = a
Tily') & Ty[z') & vy, = b

Tilz'l @ T; [ ® v, = ¢

Kolik m4 tato soustava feSeni? Hodnoty v,, vy, v, pfedpoklddame, Ze uz jsou zafixované, tedy nase soustava
rovnic se zjednodusi, zdroveii oznacime W = T;[z'], X = T;[y"], Y = Tj[2?], Z = T}[27], a mdme pak

WaY =ad v,
XOY =D,
WadZ=chwv,

Tady vidime, ze kdyz zvolime libovolné Z, pak W)Y, X jsou jednoznac¢né urcené. Tedy celkem mame m
moznych fegeni této soustavy rovnic, a mame m? zptsobi, jak W, X,Y, Z vybrat (jakymkoliv zptisobem, i
kdy? rovnice neplati). Tedy ndhodnymi volbami tuto rovnost splnime s pravdépodobnosti m/m* = 1/m3.

d) Pfesné tak: v kazdém pifpadé tedy mame pravdépodobnost toho, 7e se hodnoty treff pravé 1/m3, coz je
presné to, co po nds chce definice nezdvislosti.

Uloha 4 (Rehashujeme)

Jednoducha implementace rehashe u kukackového hashovani je, ze si vSechny hodnoty vlozime do pomocného
pole, a potom je po jednom insertujeme. Vymyslete implementaci rehashe, kterd pomocné pole nepotiebuje.
(Pozor na to, ze béhem rehashe muZzeme znovu zacit s rehashem.)

Reseni
Staci projit pole T' podle indexu, a kdyz najdeme prvek ve Spatné buiice, tak ho odstranime, a znovu vlozime.

Uzitecné definice

Definice (k-nezavisly systém fci). Systém H funkei h : U — [m] je (k, c)-nezdvisly pro néjakd k > 1,¢ > 0,
pokud Prpey[h(z1) = a1 A ... Ah(zy) = ap] < % pro libovolnd xy, ...,z riznd, ag,...,a, ne nutné ruzna.
Systém H je k-nezévisly, pokud je (k, c)-nezdvisly pro néjakou nezdvislou konstantu c.

Definice (Tabulkové hashovani). Predstavme si, ze chceme zahashovat n-bitové fetizky do m-bitovych fetizk,
kde n = k - £. Retizek z € {0,1}" pak rozlozime do k ¢asti délky ¢, které znacime z’. Mizeme tedy psat
x = x'z?... 2% Pak generovani nasi hashovaci funkce h : {0,1}" — {0,1}™ vypad4 tak, Ze vybereme uni-
formné ndhodné k funkef 7; : {0,1}* — {0,1}™ (tyto reprezentujeme tabulkou, proto tabulkové hashovéni).
Vyhodnocujeme pak h(z) = @le Ti(z%) = Ty(2') @ To(2?) @ - - - @ Tr(2%), kde @ znaéi XOR (po jednotlivych
bitech).

Definice (Kukackové hashovédni). V kazdém okamziku mdme dvé hashovaci funkce f,g : U — [m] volené
uniformné nadhodné z néjakého systému hashovacich funkei a jedno pole velikosti m. Nasim cilem je, ze kazdy
prvek x, ktery je zahashovany, se vyskytuje v jednom ze dvou ,hnizd“ f(z) nebo g(z).

Lookup se podivé na tato dvé mista, a podle vysledku bud fekne, zda se tam prvek nachdzi, nebo ne.

Insert probihd nésledovné: pokud je jedno z hnizd f(z) nebo g(x) volné, usadime = do volného mista. Jinak
vybereme jedno z plnych mist (feknéme f(z)), = do néj vlozime, a vyjmeme prvek z1, ktery byl v tomto hnizdée
ptivodné ulozeny. Ted musime ulozit 21, a to vloZime do toho hnizda f(x1), g(x1), ze kterého jsme jej nevyjmuli



— takze jej ddme do druhého hnizda nez bylo f(z). Takhle muzeme néjakou dobu pokracovat, dokud nenajdeme
prazdné mistecko, nebo dokud nedojde k tomu, ze uz takhle pfesouvdme prvky prilis dlouho (feknéme 6log(m)
nebo 6log(n), kde m je pocet hnizd/ptihradek a n je pocet uskladnovanych prvki). Potom se na tento pokus o

vlozZeni vykasleme, a za¢neme znovu s tim, Ze si vygenerujeme nové funkce f a g, a vSechny prvky v nasem poli
pfehashujeme.



