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Uloha 1 (Nezdvislost a univerzalita)
Dokazte nasledujici:

e pokud je systém hashovacich funkef (k, ¢)-nezavisly, je také (k — 1, ¢)-nezdvisly (pro k > 2),
¢ pokud je systém hashovacich funkei (2, ¢)-nezavisly, je téz c-univerzdlni.

Reseni e Chceme ukazat (k—1, c)-nezdvislost, tedy mame dané z,, ..., x5_1 € U, a1,...,ax_1 € [m]. Zvolme
si déle © # x;Vi € [k — 1] (takové existuje z k-nezdvislosti). Chceme Prp[h(z1) = a1 A ... A h(zp—1) =
ag—1] = Y, Prp[h(z1) =a1 A Ah(zp1) = a1 AR(z) =al < ). 5 = .

a€[m)] a€[m]

e Méjme tedy © # y € U. Checeme omezit shora Pry[h(z) = h(y)] = > Prplh(z) = a Ah(y) = a] <

a€[m)]
> =
a€[m]
Uloha 2 (Linedrni systém bez konstanty)
Vime, zZe systém funkei h,p(z) = (az + b mod p) je (2,1)-nezdvisly, a po modulo m se toto zméni na (2,4)-
nezavislost (a 2-univerzalitu). Prozkoumejme, co se stane, kdyz nebudeme pficitat b: uvazme tedy systém funkei
{hqo(z) = (az mod p) mod m: a € Zy, \ {0}}. Je k-univerzalni pro néjaké k?
A co kdyz dovolime a = 07

ReSeni

Je 2-univerzalni: h,(z) = hq(y) odpovida (axz mod p) mod m = (ay mod p) mod m, tedy ((ax —ay) mod p)
mod m = 0. To muzeme piepsat jako a(z —y) mod p = ¢m pro l € {—|p/m|,...,|p/m]} — {0} (¢ # 0, bo
a # 0). Speciélné tedy pro kazdou volbu = a y madme maximélné 2|p/m| funkci, ve kterych muzeme mit kolizi.
Tim padem [{h : h(z) = h(y)}| < %p, a pravdépodobnost je tedy < 2.

Pro a = 0: provedeme to samé, ale £ mize byt az 2|p/m| + 1, a tedy médme odhad |{h : h(zx) = h(y)}| < 2
3-univerzalitu.

a

3K

Uloha 3 (Vylozené praktické systémy)

Uvazme systém funkei H; = {id}, ktery obsahuje jedinou funkci, jez zobraz{ x na z. Je H; c-univerzalni pro
néjaké ¢? Je Hy (k,c)-nezavisly pro néjakd k a c?

Déle uvazme systém Ha = {hq(z) = a: a € [m]}. Dokazte, Ze tento systém je (1,1)-nezdvisly. Déle ukazte, ze
Ho neni (2, ¢)-nezdvisly ani c-univerzélni pro zadné c.

ResSeni
‘H1 je e-univerzélni pro kazdé € > 0. Problém je, ze Pr[h(x) = z] = 1, a tedy, pokud || > 1, pak nemuze byt
jakkoliv nezavisla.

U druhého systému: (1,1)-nezavislost plyne z toho, ze Pr[h,(z) =
a. Na druhou stranu, pro x # y mame Pr[h,(x) = b A he(y) =

b = -, protoZe volime jednu konkrétni volbu
] =
nezavislost je nemoznd. Pro c-univerzalitu, evidentné Pr[h,(z) = he(y)] =1, a tedy c-univerzalitu také nemdme.

% -5 pro jakoukoliv konstantu, a tedy
Uloha 4 (Modulo univerzalniho systému nemus{ byt univerzalni)
Ukazte, ze pokud mdme univerzdln{ systém hashovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic pFiddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Form&lné: Dokazte, Zze pro kazdé ¢ a m > ¢ existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, ze H je univerzalni, ale H' uz nen{ c-univerzalni.

Reseni
Uvazme H; = {id} z pfedchozi tlohy - pak H; mod m nemuze byt c-univerzélni, protoze dokud m < |U|, pak
prvky 1 a m + 1 se vzdycky zobrazi na tentyz prvek 1.

Véta. Tabulkové hashovani je 3-nezavislé.

Uloha 5 (Tuhle vétu si dokdzeme)
Dokazte piedchazejici vétu s nasledujicim postupem. Méjme a,b,c € Z5,x # y # 2z # x € 7Y, a pouzivejme
tabulkové hashovani s d ¢astmi. Pak chceme ukazat, ze Pryey[h(z) = a Ah(y) = bA h(z) = ¢] < 5.

— m
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a)

b)

d)

Prvné si uvédomme, ze pokud mame jen jednu ¢ast, a tedy jednu tabulku, tvrzeni je trividlni.
Déle méjme alespon dvé ¢dsti. Protoze x,y, z jsou ruzné, musi se (po dvou) lisit alesporl v jedné ¢asti.
Zacneme s pifpadem, kdy existuje ¢ast 4, ze 2%, y*, 2* jsou viechny riizné. Méjme jakkoliv zvolené ostatni

tabulky, kromé tabulky T;. S jakou pravdépodobnosti miuzeme zvolit funkei pro tabulku T; tak, ze h(z) =
a,h(y) =b,h(z) =c?

Jinak existuji (BGNO) ¢asti i, j takové, ze 2° = 2’ # ¢’ ay! = 27 # 27. Potom mame nasledujici soustavu
rovnic, kde vy, vy, v, jsou vyXORované vysledky z ostatnich tabulek:

Tz @ Tj[27] ® v = a

Ty & Tyl ® v, = b

Tl e T2 @, = c

Opét si predstavme, Ze v, vy, v, uz znadme. S jakou pravdépodobnosti budou nahodné volené tabulky
T;,T; splilovat tuto soustavu rovnic?

Uvédomte si, Ze toto staci.

Reseni a) Mdme jednu tabulku, takze mame uniformné ndhodnou funkei z {0,1}* do {0,1}*, a ta je auto-

b)

d)

maticky nezavisla.

Méme zafixované vechny hodnoty, a vime, Ze h(z) musf byt a, tedy specialné T;(z*) = a@@?zlj# T;(z7),
a to je ddno jednoznaéné. Pro y, z plat{ totéz analogicky, a tedy mame pro volbu T;(z?), T; (y*), T;(2*) pravé

jednu moznost z celkem 23 = m?3 moznosti, a tedy v tomto piipadé méame 3-nezvislost.

Uvédomme si, ze méame vlastné jen tii hodnoty, protoze z* = x* a y’ = 27, pak naSe soustava rovnic je

T;[z') @ Tyj[27] ® v = a
Tily') & Tjla’) & vy = b

Tz e T @v, =c

Kolik m4 tato soustava feseni? Hodnoty v, vy, v, pfedpokldddme, Ze uz jsou zafixované, tedy nase soustava
rovnic se zjednodusi, zroveii oznacime W = T;[z'], X = T;[y'], Y = Tj[27], Z = T}[27], a méme pak

WaY =adv,

XY =D,
WaeZ=chuv,

Tady vidime, ze kdyz zvolime libovolné Z, pak WY, X jsou jednoznacné urcené. Tedy celkem méame m
moznych fegen{ této soustavy rovnic, a mame m? zptisobt, jak W, X, Y, Z vybrat (jakymkoliv zptisobem, i
kdyZ rovnice neplat{). Tedy ndhodnymi volbami tuto rovnost splnfme s pravdépodobnost{ m/m* = 1/m3.

Piesné tak: v kazdém pifpadé tedy mame pravdépodobnost toho, Ze se hodnoty trefi pravé 1/m?, coz je
presné to, co po nas chce definice nezdvislosti.

Uloha 6 (FKS (Fredman, Komlds, Szemerédi))
Ukézeme si konstrukei (statické) hashovaci tabulky pro podmnozinu S velikosti n univerza U, kterd nemd zaddné
kolize. Mozn4 jste narazili na konstrukei, ktera potiebovala Q(n?) paméti (presnéji pamétovych bunék). My to

zvladneme s linedrnim po¢tem paméfovych bunék (za pfedpokladu, Ze miZeme mit zcela ndhodnou hashovaci

funkci, tu dokazeme sestrojit a samplovat v konstantnim case a zZe si ji dokdzeme pamatovat v konstantnim
prostoru)ﬂ

1Totéz jde udélat s rozumné univerzalni funkci, tohle je jenom pro jednoduchost.



Proces stavby tabulky bude probihat nasledovné: budeme stavét dvé irovné. V prvni trovni si zcela ndhodnou
hashovaci funkei f rozdélime prvky S do kyblika By,..., B, (a ozna¢ime si b; := |B;|). V druhé tdrovni pak
postavime bezkolizn{ tabulku pomoci konstrukce, kdy mame pro kyblik B; tabulku velikosti 2b? pro b; prvki,
a zkousime ndhodné volit vhodnou hashovaci funkci, dokud nemame zadné kolize.

Prvni troven: V konstantnim ¢ase si vybereme ndhodnou hashovaci funkei f : U — [n], a tou rozdélime S
do kyblikii. Toto opakujeme, dokud neplati, ze >, b? < n pro 3 = 4.

=1 "1
Chceme ukézat, ze tento krok budeme ve stiedni hodnoté opakovat nejvyse dvakrat. Ozna¢me jako C' pocet
kolizi.

a) Uréete E[C].
b

Urcete C' v zavislosti na b;.

¢) Na zdkladé pfedchozich dvou hodnot urcete E[Y 5 | b?].

)
)
) i=10;
) i=1 b7

pozadovany vysledek. (Taky se bude hodit stfedn{ hodnota geometrického rozdéleni.)

d) Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = s vhodnou hodnotou, abychom dostali

Druhd tdroven: Ve druhé trovni pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzdlni hashovaci funkci
gi : U — [ab?] pro a = 2. Toto opakujeme, dokud nen{ prosta pro prvky v kybliku B;.
Oznacme jako C, pocet kolizi klice x € B; na druhé urovni.

a) Shora odhadnéte E[Cy].

b) Pouzijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravdépodobnost existence prvku s
aspon jednou kolizi.

¢) Kolikrat budeme muset proces opakovat? ([Sem si vlozte si svou oblibenou pozndmku o stfedni hodnoté
geometrického rozdéleni.])

ResSeni
Prvni c¢ast:

8) EnlC] = Y5 Prin(e) = h(y)] = (3) 7 = 5*
b) =0 (5) ~ 20 = 0 (B2 = b:) = Xy (03) —n = L1y b2 = 2C + .
c) E[b?] = 2E[C] +n =2n —1

d) Pr[X > 4n] < 2251 < %, a tedy ve stfedni hodnoté budeme potiebovat 2 pokusy, nez najdeme vhodnou

funkei.
Druhd cast:

a) E[Cﬂ?} S ablj? = ozlb,;'

i

b) Oznaéime C' =3

eep, Co, Ak Pr[C" > 1] <37 p Pr[Cy, > 1] <> _p aibi = é

¢) Ve stfednf hodnoté tedy potfebujeme o = 2 pokusy pro nalezeni vhodné funkce.

Uzitecné definice

Definice (c-univerzélni systém fci). Systém H funkei b : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vechna

z # y plati Praex[h(z) = h(y)] < ;.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.

Definice (k-nezavisly systém fci). Systém H funkei h : U — [m] je (k, ¢)-nezdvisly pro néjakd k > 1,¢ > 0,
pokud Prpey[h(x1) = a1 A ... Ah(zg) = ag] < —= pro libovolnd z1, ..., zy r0zn4, ay,...,a; ne nutné ruznd.
Systém H je k-nezavisly, pokud je (k, c)-nezdvisly pro néjakou nezavislou konstantu c.



Definice (Tabulkové hashovani). Predstavme si, Ze chceme zahashovat n-bitové fetizky do m-bitovych fetizkd,
kde n = k - £. Retizek 2 € {0,1}" pak rozlozime do k ¢asti délky ¢, které znacime x’. Muzeme tedy psat
x = x'z? ... 2% Pak generovani nasi hashovaci funkce h : {0,1}" — {0,1}™ vypad4 tak, Ze vybereme uni-
formné ndhodné k funkef 7} : {0,1}* — {0,1}™ (tyto reprezentujeme tabulkou, proto tabulkové hashovéni).
Vyhodnocujeme pak h(z) = @le Ti(z%) = Ty(2') ® Ta(2?) @ - - - @ Ti(a%), kde @ znaéi XOR (po jednotlivych
bitech).

Véta (Markovova nerovnost). Bud X nezdpornd nadhodna veli¢ina. Pak Ve > 0 plati P[X > ¢] < EIX]

€
Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < 1.




