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Uloha 1 (Nezdvislost a univerzalita)
Dokazte nasledujici:

e pokud je systém hashovacich funkef (k, ¢)-nezavisly, je také (k — 1, ¢)-nezdvisly (pro k > 2),
e pokud je systém hashovacich funkef (2, ¢)-nezdvisly, je téz c-univerzdlni.

Uloha 2 (Linedrni systém bez konstanty)

Vime, ze systém funkci hgyp(x) = (ax + b mod p) je (2,1)-nezdvisly, a po modulo m se toto zméni na (2,4)-
nezavislost (a 2-univerzalitu). Prozkoumejme, co se stane, kdyz nebudeme pficitat b: uvazme tedy systém funkei
{ho(z) = (ax mod p) mod m: a € Z, \ {0}}. Je k-univerzalni pro néjaké k?

A co kdyz dovolime ¢ = 07

Uloha 3 (Vylozené praktické systémy)

Uvazme systém funkeil H; = {id}, ktery obsahuje jedinou funkci, jez zobraz{ x na z. Je H; c-univerzalni pro
néjaké ¢? Je Hy (k,c)-nezavisly pro néjakd k a c?

Déle uvazme systém Ha = {hq(x) = a: a € [m]}. Dokaite, zZe tento systém je (1,1)-nezdvisly. Déle ukazte, ze
Ho neni (2, ¢)-nezavisly ani c-univerzalni pro zadné c.

Uloha 4 (Modulo univerzélniho systému nemusi byt univerzdlni)
Ukazte, ze pokud médme univerzdlni systém hashovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic priddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Form&lné: Dokazte, ze pro kazdé ¢ a m > c existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, Ze H je univerzalni, ale H' uz neni c-univerzalni.

Veéta. Tabulkové hashovani je 3-nezdvislé.

Uloha 5 (Tuhle vétu si dokézeme)
Dokazte piedchazejici vétu s nasledujicim postupem. Méjme a,b,c € Z5,x # y # 2z # x € 7Y, a pouzivejme
tabulkové hashovani s d ééstmi. Pak chceme ukédzat, Ze Pryey[h(z) = a Ah(y) =bAh(z) = < 5.

a) Prvné si uvédomme, ze pokud mame jen jednu ¢ést, a tedy jednu tabulku, tvrzen{ je trividlni.

Dale mé&jme alespon dvé ¢asti. Protoze x,y, z jsou ruzné, musi se (po dvou) lisit alesponi v jedné ¢dsti.

b) Zacneme s piipadem, kdy existuje ¢ast i, ze z¢, 3%, 2* jsou vSechny rizné. Méjme jakkoliv zvolené ostatni
tabulky, kromé tabulky T;. S jakou pravdépodobnosti muzeme zvolit funkci pro tabulku T; tak, ze h(x) =
a,h(y) = b, h(z) = c?

¢) Jinak existuji (BGNO) ¢asti i, j takové, ze 2° = 2’ # y' ay! = 27 # 27. Potom mame nasledujici soustavu
rovnic, kde vy, vy, v, jsou vyXORované vysledky z ostatnich tabulek:

T[] & Tyle’] @ v, = a
Ty & Ty’ @ v, = b

Tl o Tyl v, = c

Opét si predstavme, Ze vy, vy, v, uz zname. S jakou pravdépodobnosti budou nahodné volené tabulky
T;,T; splilovat tuto soustavu rovnic?

d) Uvédomte si, ze toto staci.

Uloha 6 (FKS (Fredman, Komlés, Szemerédi))

Ukéazeme si konstrukei (statické) hashovaci tabulky pro podmnozinu S velikosti n univerza U, kterd nemé zddné
kolize. Mozn4 jste narazili na konstrukei, ktera potiebovala Q(n?) paméti (ptresnéji pamétovych bunék). My to
zvlddneme s linedrnim poc¢tem paméfovych bunék (za pfedpokladu, Ze muZeme mit zcela ndhodnou hashovaci
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funkci, tu dokazeme sestrojit a samplovat v konstantnim case a zZe si ji dokdazeme pamatovat v konstantnim
prostoru)lﬂ

Proces stavby tabulky bude probihat nasledovné: budeme stavét dvé drovné. V prvni trovni si zcela ndhodnou
hashovaci funkef f rozdélime prvky S do kybliku By,..., B, (a oznaéime si b; := |B;|). V druhé drovni pak
postavime bezkolizn{ tabulku pomoci konstrukce, kdy mdme pro kyblik B; tabulku velikosti 2b7 pro b; prvki,
a zkousime nahodné volit vhodnou hashovaci funkci, dokud nemame zadné kolize.

Prvni troven: V konstantnim ¢ase si vybereme ndhodnou hashovaci funkci f : U — [n], a tou rozdélime S
do kybliku. Toto opakujeme, dokud neplati, ze Z?zl b < fBn pro = 4.

Chceme ukézat, ze tento krok budeme ve stiedni hodnoté opakovat nejvyse dvakrat. Ozna¢me jako C' pocet
kolizi.

a) Urcete E[C].
b

Urcete C v zdvislosti na b;.

¢) Na zékladé piedchozich dvou hodnot urcete E[> ", b?].

i=1"1
d) Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = Z?zl b?
pozadovany vysledek. (Taky se bude hodit stfedni hodnota geometrického rozdéleni.)

s vhodnou hodnotou, abychom dostali

)
)
)
)

Druhd turoven: Ve druhé trovni pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzdlni hashovaci funkci
gi : U — [ab?] pro a = 2. Toto opakujeme, dokud nenf prostd pro prvky v kybliku B;.
Oznacme jako C, pocet kolizi klice x € B; na druhé trovni.

a) Shora odhadnéte E[C,].

b) Pouzijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravdépodobnost existence prvku s
aspon jednou kolizi.

¢) Kolikrat budeme muset proces opakovat? ([Sem si vlozte si svou oblibenou pozndmku o stfedni hodnoté
geometrického rozdéleni.))

Uziteéné definice

Definice (c-univerzalni systém fci). Systém H funkei b : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vsechna

x #y plati Pryen[h(z) = h(y)] < £.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.

Definice (k-nezdvisly systém fci). Systém H funkei h : U — [m] je (k,c)-nezavisly pro néjakd k > 1,¢ > 0,
pokud Pryey[h(z1) = a1 A ... Ah(xy) = ax] < 7% pro libovolnd 1, ...,z 1iz0d, ay,. .., a; ne nutné ruzna.
Systém H je k-nezavisly, pokud je (k, ¢)-nezdvisly pro néjakou nezdvislou konstantu c.

Definice (Tabulkové hashovén{). Predstavme si, Ze chceme zahashovat n-bitové fetizky do m-bitovych fetizku,
kde n = k - £. Retizek 2 € {0,1}" pak rozlozime do k casti délky ¢, které znacime x’. Muzeme tedy psat
r = z'2?... 2%, Pak generovani nasi hashovaci funkce h : {0,1}" — {0,1}™ vypad4 tak, Ze vybereme uni-
formné ndhodné k funkei T; : {0,1}* — {0,1}™ (tyto reprezentujeme tabulkou, proto tabulkové hashovani).
Vyhodnocujeme pak h(z) = EBfZl Ti(2)) = Ty (2") @ To(2?) @ - - - © Ty (2¥), kde @ znaéi XOR (po jednotlivych
bitech).

Véta (Markovova nerovnost). Bud X nezdpornd ndhodné veli¢ina. Pak Ve > 0 plati P[X > ¢] < EIX].

€
Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < é.

ITotéz jde udélat s rozumné univerzalni funkci, tohle je jenom pro jednoduchost.



