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Geometrické datové struktury

Uloha 1 (Nejhorsi pifpad pro k-d strom)

Megjme 2-d strom, tedy binarni strom, kde rozdélujeme rovinu stiidavé podle os x a y. Ukazte, ze dvourozmérny
intervalovy dotaz (na pocet boda v obdélniku) muze trvat az Q(y/n), konkrétné najdéte mnozinu bodu ulozenou
ve stromé a dotaz, ktery bude trvat takto dlouho, a pfitom nenajde zadny bod.

Bonus: zkuste toto rozsitit na obecné k-d stromy s ¢asovou slozitosti Q(nl_%).

Reseni

Vezmeme mnozinu {(4,7) : 1 <4 < n} a budeme se ptat na dotaz {0} x R. Pro jednoduchost méjme n = 2 —1. V
kazdém z-vrcholu jdeme doleva, ale v kazdém y-vrcholu musime jit obéma sméry. Strom ma hloubku ¢ = log n,
a v kazdém druhém kroku zdvojndsobime pocet podstromii, na které se musime podivat. Celkova slozitost tedy
jo Q(2005m)/2) — Q(y/m).

Rozsiteni je analogické, jenom budeme mit k-tice (i,...,4) a dotaz bude {0} x R¥F~1.

Uloha 2 (Hledén{ minima a mazan{ v k-d stromé)

Mame k-d strom. Navrhnéte, jak na ném implementovat operaci nalezeni nejmensiho prvku v dané dimenzi.
(Tedy funkci FINDMIN(d), kterd nalezne prvek, jehoz d-t4 soufadnice je minimdlni.)

Déle navrhnéte implementaci operace DELETE. Pro jednoduchost muzete piedpokladat, ze zadné dva body
spolu nesdileji zddnou soutadnici.

(V obou piipadech nefeste ¢asovou slozitost.)

Reseni

Pro FINDMIN: Ve vrcholu, ktery feze dimenzi rozdilnou od d-té vezmeme minimum z obou podstromu a sebe.
Ve vrcholu, ktery feze d-tou dimenzi, vezmeme minimum z podstromu odpovidajicimu nizsi hodnoté souradnic
(a sebe).

Pro DELETE: Najdeme vrchol, ktery mazeme, a nalezneme minimum v pravém podstromé pro soutadnici, podle
které vrchol feze. Z néj pfesuneme vrchol vyse na misto, které chceme smazat, a nyni chceme smazat pravé
vyprazdnéné misto. Tim muzeme potencidlné prejit na mazani dalsiho vnitiniho vrcholu, ale ten bude ve stromé
nize, takze po konetném poctu iteraci se dostaneme do listu, ktery muzeme beztrestné smazat.

Uloha 3 (Nejblizsf soused a k-NN)

Maéme k-d strom. Navrhnéte, jak na ném implementovat operaci nalezeni nejblizsiho souseda, a operaci nalezeni
m nejblizsich sousedu.

Hint: pro m-NN se mize hodit mit k dispozici haldu.

Reseni

Mame-li bod z, za¢neme jako bychom hledali x. Jakmile dorazime do listu, zapamatujeme si posledni vrchol
jako nejblizsi. Budeme se v rekurzi vracet, a v kazdém vrcholu se podivame, jestli vrchol neni blizsi, a jestli neni
sance, ze v druhém podstromé muze byt blizsi vrchol. (Vzdélenost nejblizstho bodu druhého obdélnika musi
byt mensi nez vzdalenost k nejblizs§imu vrcholu.) Pokud sance je, podivdme se i do druhého podstromu.
Zlepseni: to samé, jenom si nejblizsi vrcholy uklddam do haldy a beru vrcholy shora, abych mél aspon néjaké
omezeni.

Paralelni datové struktury

Uloha 4 (BankAccountFactory)

Maéme tento pseudokdd v ,Javé“ pro tiidu, kterd simuluje bankovni tucet. Pfedpokladejte, ze Lock je tiida, ktera
je standardni zdmek, ale tento zadmek neni mozné zamykat vicekrdt, v tom piipadé se zaseknete pii cekani na
sebe, az ten zamek uvolnite. Ukazte, Zze v tomto pripadé muzete vytvorit deadlock.

class BankAccount {
private int balance = O;
private Lock 1k = new Lock();
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int getBalance() {
lk.acquire();

int ans = balance;
lk.release();
return ans;

}

void setBalance(int x) {
lk.acquire();

balance = x;
lk.release();

}

void withdraw(int amount) {
lk.acquire();
int b = getBalance();
if (amount > b) {
lk.release();
throw new WithdrawTooLargeException();
}
setBalance(b - amount);
lk.release();

}

V4s kolega to ovSem vyftesil: ukazte, Ze funkce newWithdraw nahrazujici withdraw se nemuze deadlocknout.

void newWithdraw(int amount) {
lk.acquire();
lk.release();
int b = getBalance();
lk.acquire();
if (amount > b) {
lk.release();
throw new WithdrawTooLargeException();
}
lk.release();
setBalance(b - amount);
lk.acquire();
lk.release();

Nakonec ukazte, ze i kdyz se tahle nova verze nemuze deadlocknout, tak bohuzel neni korektni: konkrétné se
néjaky vybér muze ,ztratit“.

Reseni

Prvni ¢ast: ve withdraw.

Druhé ¢ast: vzdycky poctivé odemykame.

Tteti ¢ast: protoze odemykdme, muzeme mit dvé vldkna, ktera si obé nejprve nactou zustatek, potom obé po
sobé zustatek upravi, takze to prvni bude schované.

Uloha 5 (Vlastné jenom code review)
Na adrese https://deadlockempire.github.io//najdete hru Deadlock Empire. Cilem hry je krokovat vicevldknovy
kéd, aby doslo k néjaké nechténé situaci jako soubézné vykonani kritické sekce, deadlock a podobné.


https://deadlockempire.github.io/

Reseni
Bavte se :)

Bonusové tlohy

Uloha 6 (Doséhneme?)

Sestrojte pravdépodobnostni algoritmusﬂ pro rozhodnuti dosaZitelnosti (tedy odpovéd na otdzku ,existuje cesta
z u do v?“), ktery selze s pravdépodobnosti nejvyse 1/4, a potfebuje jenom logaritmicky prostor.

Technickd poznamka k logaritmickému prostoru: kdyz méame algoritmus bézici v sublinedrnim prostoru, poc¢itame
jej tak, ze mame vstup na ,read-only* disku, kde k nému muzeme pfistupovat, ale nemuzeme jej upravovat (ale
podle potieby si jej muzeme bez problému kopl’rovat)ﬂ

Pravdépodobné se vam bude hodit néasledujici tvrzeni: kdyz v n-vrcholovém souvislém neorientovaném grafu
vyjdeme z vrcholu u, a budeme v kazdém kroku uniformné ndhodné vybirat ze vSech sousedu vrchol, kam
pljdeme v dalsim kroku, stiedni hodnota doby nez navétivime jiny vrchol v, je nejvyse 2n3.

Taky se muZe hodit pfipomenout si Markovovu nerovnost: Bud X nezdporna ndhodnd veli¢ina. Pak Ve > 0

plati P[X > ¢] < EX] Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < L.

Reseni
Budeme nahodné chodit 8n? kroki, pokud jsme nadli, tak fekneme ,dosazitelny“, pokud ne, tak fekneme

,hedosazitelny“. Z Markovovy nerovnosti plyne, ze pravdépodobnost netispéchu u dosazitelného vrcholu je ma-
ximélné 1/4, a nedosazitelnost vzdycky fekneme spravné.

Uloha 7 (Lyzovéni)

Chcete zacit lyzovat, ale nemate vlastni lyze. Ve stredisku ovSem mate moznost si lyze pujcit na den za 1 dolar,
nebo si je koupit za C' dolaru. (C € N)

Na druhou stranu ale mate takovou predtuchu, ze vase nemesis néjaky den brzy rano ptijde, a zlomi vaAm nohy,
¢imz ukondéi vasi lyzarskou kariéru. Problém ovSem je, Ze nevite, ktery den to bude. Mate tedy jedinou moznost:
kazdy den rano zjistit, jestli se vAm néco nestane, a potom se rozhodnout, jestli si lyze pujcite nebo koupite
(pokud jste si je uz nekoupili, pak na nich muzete jezdit dle libosti). Na druhou stranu byste ale rddi vase penize
vyuzili co nejefektivnéji.

Naleznéte deterministicky online algoritmus, ktery zaplati vzdy nejvyse dvojnasobek toho, co optimum, které
dopiedu vi, ktery den d dojde k sabotazi. Zvladnete ukazat, ze vas online algoritmus je co do kompetitivnosti
optimaln{ (tj. neexistuje deterministicky online algoritmus, ktery by vzdy platil méné nez 2 — %)‘7

Reseni

Prvnich C' — 1 dnf si lyze pujéime, a pak si je koupime, ¢imz nas to bude stat maximélné 2C — 1, a 2C' — 1 nés
to bude stat v piipadé, kdy by bylo optimalni platit C' na zacdtku, jinak budeme optimélni.

Evidentné offline optimum je: pokud C < d, pak kup lyze, jinak si pujcéuj, tedy cena je min(C, d).

Pro¢ jsme online optimalni: oznacme si jako = pocet dni, kdy si lyze ptijéujeme. Pak nase cena je z 4+ C' (pokud
x < d), a d jinak. Nejhors{ aproximacni pomér mame v den, kdy jsme si lyZze koupili: pak méme cenu x + C.
Miuzeme mit dvé mozné ztraty: bud’ jsme si lyZe koupili moc pozdé, pak nas pomér je % (bylo by vyhodnéjs si
jeste jednou lyze pujcit). Pokud jsme si je koupili moc brzo, tak je nds pomér “”JCCC. Polozime tyhle dvé hodnoty

g;ll ~C(C—-1)=z(x+1) ~ C—1=uz, coz je nase optimum.

rovné, a mame 1+ & =1+

1Pravdépodobnostni algoritmy jste asi uz potkali, ale zkricené: bude se jednat o algoritmus, ktery se bude moct v kazdém kroku
rozhodnout ndhodné z nékolika moznosti

2Technicky tuto tiidu definujeme na Turingovych strojich, kde mame read-only vstupni péasku, a druhou pracovni péasku. Do
prostorové slozitosti se ndm pocita jenom pracovni paska.



