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Uloha 1 (Delete v linedrnim piidévéni bez nahrobkil)

Na prednéasce jste vidéli, jak implementovat operaci delete pro hashovani s linedrnim pfidavanim pomoci
ndhrobku. Navrhnéte, jak toto implementovat bez ndhrobku.

Mite dvé moznosti jak to délat: bud si u kazdého prvku nebudete pamatovat viibec nic, nebo si u kazdého
prvku budete pamatovat, jak daleko je od svého hashe.

Reseni

Projdeme cely fetézec, a piesouvdme dozadu (pokud miiZeme — muZe se stét, Ze presunutim by se prvek bud
presunul pred svij hash). Bez pozndmek musime spoc¢itat vsechny hashe, s ¢isly staci koukat na ¢isla. (Jesté
lépe to umi Robin Hood - ¢esky téz ,zbojnické“ — hashovdni, které vzddlenosti pouzivd i u insertu.)

Uloha 2 (Rolling hash je d-univerzalni)

Pro prvocislo p a délku vektoru d definujeme tiidu hashovacich funkci R = {h,: a € Z,}, kde h,(z) =
Zf:_ol x;p1at, a viechno poéitame modulo p. (Bereme x € Zg, indexujeme od jednicky.)

Dokazte, ze tato tiida hashovacich funkei je (d — 1)-univerzalni.
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Reseni

Zajim4a nds pravdépodobnost, ze pro x # y € Zg mame hg(z) = he(y). To je ekvivalentni tomu, ze h,(z) —
ha(y) = 0, a to muzeme piepsat z definice na Z?:_& (Tix1 — yir1)a’, coz je polynom v proménné a se stupném
nejvyse d — 1. Ze zékladni véty algebry pak méame, Ze tento polynom ma nejvyse d — 1 kofent, a pravé tyto
kofeny urcuji funkce h,, ve kterych se z a y zahashuji na téze misto. Celkem tedy mame pravdépodobnost kolize
xay %, a tedy mame (d — 1)-univerzalitu.

Uloha 3 (Vyhledavan{ jehly v textu)

Vymyslete algoritmus na nalezeni vSech vyskytu podfetézce x délky n v textu T délky m pomoci hashovanti,
ktery bézi v prumérném ¢ase (tj. ve sttedni hodnoté) O(n 4+ m + k - n), kde k je pocet vyskytu x v T

Reseni

Rabin-Karp s Rolling hashem, ¢as: mame m ¢asu na projiti fetézce, v kazdém kroku udélame konstantni ipravu
hashe a zkontrolujeme, ze neni stejny. Pokud je hash stejny, zkontrolujeme cely string. Protoze mame hashovani
do néjakého Z,, pravdépodobnost kolize je d/p, a tedy celkem médme ve stfedni hodnoté asi (k + md/p) kolizi.
Pokud ale zvolime p > m - d (nebo obecné staci p € Q(m - d)), mdme konstantné mnoho falesnych kolizi ve
stfedni hodnoteé.

Uloha 4 (Preteceni v poéitacim Bloomové filtru)

Uvazme pocitaci Bloomuv filtr s maximalni hodnotou jednoho pocitadla ¢. Tento Bloomuv filtr bude mit m

policek s pocitadly, a budeme pouzivat k zcela ndhodnych hashovacich funkci. Uréete pravdépodobnost toho,

ze ndm tento Bloomuv filtr pretece (tedy budeme mit aspon jedno pocitadlo, které se dostalo na hodnotu ).

Pro jednoduchost muzete zacit nejprve s k = 1, a potom zobecnit pro libovolné k.

Reseni

Pro pieteceni je potieba, aby se ndm na néjaky index trefilo alespon ¢ pri¢teni jednicky. Zacneme s pravdépodobnosti,
L Lynk=t Tedy pravdépodobnost, Ze mame alespon £ prictent

ze se tam trefilo prdvé £ prictent: ("f) (E)a-4L

-1 _ .
je pfesne 1 — 3~ (") - ()7 (1 — L)~ ale mizeme ji shora odhadnout jako (") - ()%, protoze aspoii £ véci

1=

se musi zahashovat, a . Diky odhadu ("Kk) < (kne/¢)* mizeme odhadnout celou pravdépodobnost jako (Z22)¢,

a z prednasky vime, ze optimalni volba m je cca kn/In2, a tedy mame pravdépodobnost cca (eln2//)’, a na
odhad pfes vSechna pocitadla pouzijeme union bound.

Uloha 5 (FKS (Fredman, Komlés, Szemerédi))

Ukéazeme si konstrukei (statické) hashovaci tabulky pro podmnozinu S velikosti n univerza U, kterd nemé zddné
kolize. MoZn4 jste narazili na konstrukei, ktera potiebovala Q(n?) paméti (presnéji pamétovych bunék). My to
zvladneme s linedrnim poctem paméfovych bunék (za pfedpokladu, Ze muZeme mit zcela ndhodnou hashovaci
funkci, tu dokazeme sestrojit a samplovat v konstantnim case a zZe si ji dokdzeme pamatovat v konstantnim
prostoru)ﬂ

1Totéz jde udélat s rozumné univerzalni funkci, tohle je jenom pro jednoduchost.
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Proces stavby tabulky bude probihat nasledovné: budeme stavét dvé irovné. V prvni trovni si zcela ndhodnou
hashovaci funkei f rozdélime prvky S do kyblika By,..., B, (a ozna¢ime si b; := |B;|). V druhé tdrovni pak
postavime bezkolizn{ tabulku pomoci konstrukce, kdy mame pro kyblik B; tabulku velikosti 2b? pro b; prvki,
a zkousime ndhodné volit vhodnou hashovaci funkci, dokud nemame zadné kolize.

Prvni troven: V konstantnim ¢ase si vybereme ndhodnou hashovaci funkei f : U — [n], a tou rozdélime S
do kyblikii. Toto opakujeme, dokud neplati, ze >, b? < n pro 3 = 4.

=1 "1
Chceme ukézat, ze tento krok budeme ve stiedni hodnoté opakovat nejvyse dvakrat. Ozna¢me jako C' pocet
kolizi.

a) Uréete E[C].
b

Urcete C' v zavislosti na b;.

¢) Na zdkladé pfedchozich dvou hodnot urcete E[Y 5 | b?].

)
)
) i=10;
) i=1 b7

pozadovany vysledek. (Taky se bude hodit stfedn{ hodnota geometrického rozdéleni.)

d) Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = s vhodnou hodnotou, abychom dostali

Druhd tdroven: Ve druhé trovni pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzdlni hashovaci funkci
gi : U — [ab?] pro a = 2. Toto opakujeme, dokud nen{ prosta pro prvky v kybliku B;.
Oznacme jako C, pocet kolizi klice x € B; na druhé urovni.

a) Shora odhadnéte E[Cy].

b) Pouzijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravdépodobnost existence prvku s
aspon jednou kolizi.

¢) Kolikrat budeme muset proces opakovat? ([Sem si vlozte si svou oblibenou pozndmku o stfedni hodnoté
geometrického rozdéleni.])

ResSeni
Prvni c¢ast:

8) EnlC] = Y5 Prin(e) = h(y)] = (3) 7 = 5*
b) =0 (5) ~ 20 = 0 (B2 = b:) = Xy (03) —n = L1y b2 = 2C + .
c) E[b?] = 2E[C] +n =2n —1

d) Pr[X > 4n] < 2251 < %, a tedy ve stfedni hodnoté budeme potiebovat 2 pokusy, nez najdeme vhodnou

funkei.
Druhd cast:

a) E[Cﬂ?} S ablj? = ozlb,;'

i

b) Oznaéime C' =3

C, pak Pr(C" 2 1] < 3y, Pr(C 2 11 < Yo, o = &

z€B; «

¢) Ve stfednf hodnoté tedy potfebujeme o = 2 pokusy pro nalezeni vhodné funkce.

Bonusové tlohy

Uloha 6 (Néco ,praktictéjsiho®)

Pii hashovéni ¢asto pocitame modulo, ale to se prelozi do strojového kodu jako operace idiv, ktera je hodné
drahd (latence pro 64 bitovd ¢isla muze byt, dle procesoru, klidné i fadové desitky cyklu). Existuji ale specidln{
prvocisla, tzv. Mersennova, pro ktera to jde rychleji. Ta maji tvar p = 2% — 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvocislo jen pomoci bitovych operaci (bitshift, bitwise and/or),
s¢itént, odéitédnt a porovndvéani (obecné rychlych operaci).



Reseni

Chceme spocitat £k mod p,p = 2° — 1. Sta¢i vzit 1 = (k & p) + (k > s), a vratit if i >= p then i-p
else i. Tohle piedpokladd k < 22 — 1, jinak bude potieba poéitat rekurzivné.

Proc¢? Rozdélime k =z - 2° + r =9:_1 © + r, kde r ziskdme bitmaskou, a k jsme bitshiftem vydélili 2°.

Uziteéné definice

Definice (c-univerzalni systém fcf). Systém H funkei b : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vSechna

x # y plati Prpey[h(z) = h(y)] < =.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.



