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Uloha 1 (Lehké opakovani pravdépodobnosti)
Matt stifli, a snazi se trefit se do terce. Protoze je zacdtecnik, pravdépodobnost, ze se trefi, je p € (0, 1], a je
nezévisla na jakychkoliv jeho pfedchozich pokusech. Necht X je ndhodnd veli¢ina, kterd oznaéuje pocet pokust

do Mattovy prvni trefy (véetné). Ukazte, ze E[X] = %.

Reseni
Z definice: E[X]=p+ (1 —p)(1 + E[X]) =1+ (1 — p)E[X] ~ pE[X] =1 ~ E[X] = le,

Uloha 2 (Pravdépodobnost kolize)
Ukazte, ze v hashovaci tabulce velikosti m = n %,
predpokldddme-li zcela ndhodnou hashovaci funkci. (Zkuste to dokézat bez pouziti pfimo padnouciho pozorovani

2 s n prvky dojde ke kolizi s pravdépodobnost{ maximalné

z prednésky.)

Reseni
Plkolize] = P[3i # j € [n] : h(i) = h(5)] = PlU,zjepm (@) = h(1)] < Xisjepn PLURGE) = RG] = (3) -

Uloha 3 (Pevné body permutaci)
Meéjme uniformné ndhodnou permutaci na n prvcich. Uréete stfedni hodnotu poc¢tu pevnych bodu této permu-
tace.

Reseni

Pouzijeme indikatory: je-li F' ndhodné veli¢ina urcujici pocet pevnych bodu ndhodné permutace, muzeme pséat
F = L+D+...+1I,,kde I; je indikdtor jevu, ze w(¢) = £. Pak E[F]| = E[I1+1x+. . .+1,] = E[[1]+E[L5]+. . .+E[],]
z linearity stfedni hodnoty, a E[I,] = (=Dt — 14 tedy E[F] =1.

n! n’

Uloha 4 (Nezavislost a univerzalita)
Dokazte nasledujici:

e pokud je systém hashovacich funkei (k, ¢)-nezéavisly, je také (k — 1, ¢)-nezavisly (pro k > 2),
e pokud je systém hashovacich funkef (2, ¢)-nezdvisly, je téz c-univerzdlni.

ReSeni e Chceme ukézat (k—1, ¢)-nezavislost, tedy mame dané x,,...,zx_1 € U, ay,...,ax_1 € [m]. Zvolme
si déle © # x;Vi € [k — 1] (takové existuje z k-nezavislosti). Chceme Prp[h(z1) = a1 A ... A h(zp—1) =
ar—1] = Y Prp[h(z1) =ar Ao AR(zp1) =ap 1 Ah(x) =a] < Y0 5 = 1

a€[m] a€[m]

e Méjme tedy © # y € U. Chceme omezit shora Prylh(z) = h(y)] = >, Prplh(z) = aAh(y) = h] <
a€m]

__c
mZ = m-

a€[m]
Uloha 5 (Cern krabicka)
Dostali jste hashovaci funkci h : U — [m]. Pokud o této funkci nevite nic dalsiho, kolik vyhodnoceni funkce
potiebujete, abyste zarucené nasli k-tici prvku, které se vSechny zobrazi do téze prihradky?

Reseni
Princip holubniku: médme m dér, v kazdé je k — 1 holubu, a jesté jeden pokus navic ndm garantuje, ze se uz
opravdu nékam musime trefit, tedy 1+ m(k —1).

Uloha 6 (Vylozené praktické systémy)

Uvazme systém funkei H; = {id}, ktery obsahuje jedinou funkci, jez zobraz{ z na x. Je H; c-univerzélni pro
néjaké ¢? Je H;y (k,c)-nezavisly pro néjaks k a c¢?

Déle uvazme systém Hg = {ho(z) = a: a € [m]}. Dokazte, ze tento systém je (1,1)-nezdvisly. Déle ukazte, ze
Ho neni (2, ¢)-nezavisly ani c-univerzalni pro zadné c.
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Reseni
H; je e-univerzalni pro kazdé € > 0. Problém je, ze Pr[h(z) = z] = 1, a tedy, pokud |[U| > 1, pak nemuze byt
jakkoliv nezavisla.

U druhého systému: (1,1)-nezédvislost plyne z toho, ze Pr[h,(x) =] = protoie volime jednu konkrétni volbu
a. Na druhou stranu, pro x # y mame Pr[hy(x) = b A he(y) = b] = % -5 pro jakoukoliv konstantu, a tedy
nezavislost je nemoznd. Pro c-univerzalitu, evidentné Pr[h,(x) = ha(y)] = 1, a tedy c-univerzalitu také nemdme.

Uloha 7 (Modulo univerzdlnfho systému nemus{ byt univerzalnf)
Ukazte, ze pokud mdme univerzaln{ systém hesovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic priddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Formélné: Dokazte, ze pro kazdé c a m > 1 existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, ze H je univerzalni, ale H' uz neni c-univerzalni.

Reseni
Uvazme H; z predchozi tlohy - pak H; mod m nemuze byt c-univerzdlni, protoze dokud m < |U|, pak prvky
1 a m+ 1 se vzdycky zobrazi na tentyz prvek 1.

Uzite¢né definice

Definice (c-univerzalni systém fcf). Systém H funkei b : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vSechna
x # y plati Pry[h(z) = h(y)] < 5.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.

Definice (k-nezdvisly systém fci). Systém H funkel h : U — [m] je (k,c)-nezavisly pro néjakd k > 1,¢ > 0,
pokud Prpey[h(z1) = a1 A ... Ah(zy) = ax] < % pro libovolnd xy, ...,z riznd, ay,...,a; ne nutné ruzna.
Systém H je k-nezévisly, pokud je (k, ¢)-nezdvisly pro néjakou nezdvislou konstantu c.

Opacko pravdépodobnosti
Tvrzeni (Union bound). Pro jevy A, As plati, ze P[A; U As] < P[A1] + P[As)].
Tvrzeni (Linearita stfedni hodnoty). Pro ndhodné veliciny X,Y a «, 8 € R plati: E[aX +8Y] = oE[X]+FE[Y].

Definice (Indikdtor, nezévislost ndhodnych veli¢in). Necht A je jev v diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru.
Potom indikdtor A je ndhodnd veli¢ina I4 definované: I4(w) =0 < w & A, jinak I4(w) = 1.

Néhodné veliciny X,Y na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru (€2, 29, P) jsou nezévislé, pokud Va, 8 € R
jsou jevy {w € Q: X(w) < a},{w € Q:Y(w) < B} nezavislé.

Véta (Markovova nerovnost). Bud X nezdpornd ndhodné veli¢ina. Pak Ve > 0 plati P[X > ¢] < ELX].

Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < 1.

Véta (Chernoffova mez). Méjme X = Zle X, kde X; jsou nezdvislé Bernoulliovské ndhodné veliciny, p =
—1

E[X],c > 1. Pak P[X > ] < (£ )“.




