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Úloha 1 (Tř́ıd́ıme bez rekurze)

Analyzujte I/O složitost mergesortu, kde máme vždy v jednom poli za sebou setř́ızené posloupnosti a po

dvojićıch je sléváme do posloupnost́ı dvojnásobné délky ve druhém poli.

(Základem je tedy cyklus, ne rekurze.)

Můžete předpokládat M ≥ 3B – speciálně máme alespoň tři bloky.

Řešeńı

Máme tři bloky, zač́ınáme délkou 1, a pokračujeme délkou 2, takže máme log2(n) iteraćı, a v každé iteraci

přečteme všechny bloky (některé potenciálně dvakrát), takže máme celkem O(( n
B + 1) log n).

U rekurze můžeme źıskat až O( n
B log( n

M )).

Úloha 2 (Programováńı II flashbacks)

Spoč́ıtejte I/O (a časovou) složitost k-cestného mergesortu. Ten narozd́ıl od předchoźıho algoritmu slévá vždy

k posloupnost́ı současně a pro výběr minima použ́ıvá k-prvkovou haldu. Předpokládejme M ≥ 2k · B, aby se

nám do paměti vešla halda i potřebné části rozečtených posloupnost́ı.

Řešeńı

Časová složitost: O(n log(n)).

I/O složitost: vlastně skoro stejně jako předt́ım, ale logaritmus bude se základem k.

Úloha 3 (Hledáme medián)

Uvažme následuj́ıćı (Blumův) algoritmus pro poč́ıtáńı mediánu:

1. Představme si, že pole rozděĺıme na ⌈N/5⌉ pětic.

2. V každé pětici spočteme medián.

3. Rekurzivně spočteme medián medián̊u M .

4. Rozděĺıme prvky do dvou množin, podle toho, jestli jsou větš́ı nebo menš́ı než M .

5. Podle velikosti těchto množin se zarekurźıme do množiny, která obsahuje v́ıce prvk̊u.

Připomeňte si, že pro normálńı RAM model bez hierarchie pamět́ı je rekurence pro složitost následovná: T (n) =

7n/5 + T (n/5) + (n − 1) + T (7n/10) ∈ O(n). Určete I/O složitost tohoto algoritmu, můžete předpokládat, že

M ≥ 3B.

Řešeńı

Rekurence pro př́ıstupy na disk: T (n) = T (n/5)+T (7n/10)+O(1+n/B), protože v prvńım kroku nic neděláme,

ve druhém kroku stač́ı dva bloky pro iterováńı přes hlavńı pole a pole pro zapisováńı medián̊u. Ve třet́ım kroku

rekurzivně voláme pro n/5. Ve čtvrtém kroku použijeme tři bloky pro iterováńı přes hlavńı pole, pole menš́ıch

prvk̊u a pole větš́ıch prvk̊u, což je O(1 + n/B), a v posledńım kroku voláme pro nejvýše 7n/10.

Pod́ıváme se na strom rekurze - ten má N c list̊u pro c řešeńı
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= 1, která vznikla z rekurence pro

počet list̊u L(n) = L(n/5)+L(7n/10), L(1) = 1 dosazeńım L(n) = nc. Zpozorujeme, že T (O(B)) ∈ O(1), a t́ım

pádem máme jenom (n/B)c list̊u stromu rekurze, které stoj́ı O((n/B)c) ∈ o(n/B) př́ıstup̊u na disk, a t́ım si

můžeme všimnout, že složitost úrovńı se snižuje od kořene geometrickou řadou, a tedy celková složitost je cena

v kořeni. (Alternativně, můžeme tipnout, že to vyjde lineárně a indukćı ověřit řešeńı.)

Úloha 4 (I/O-optimálńı tř́ıděńı)

Dá se ukázat, že nejde tř́ıdit s lepš́ı I/O složitost́ı než O(n/B · logM/B(n/B)) (jsou-li prvky blackboxy, které

umı́me jen porovnávat a přesouvat vcelku). Navrhněte cache-aware algoritmus s touto složitost́ı. Jako základ

použijte mergesort, který upravte tak, že bude opravdu využ́ıvat veškerou cache, kterou má k dipozici.

Řešeńı

Vı́me M,B – použijeme (⌊M/B⌋ − O(1))-cestný merge sort.
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