5. cviceni

Datové struktury I, 30. 10. 2023 https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2324/ds1/

Uloha 1 ((a,b)-stromy na vlastni kizi)

Na obrazku (v zaddni) mdte (2,3)-strom. Proved'te na ném nésledujici operace (vzdy jenom jednu, a poté
zatnéte s novym stromem): INSERT(7), INSERT(48), DELETE(44), DELETE(40), DELETE(32), DELETE(30),
DELETE(16).

Reseni

Vysledky lze nasimulovat zde: https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/BTree.html, puvodni
strom vznikne priddvanim prvku v tomto poradi: 28, 24, 26, 18, 0, 36, 16, 34, 22, 10, 2, 30, 4, 6, 20, 12,
32, 38, 14, 8, 40, 42, 44, 46

Uloha 2 (Spravné volba parametrit)

Z predndsky vime, Ze libovolnd posloupnost m inserti a deletu na (a,2a)-strom celkem zméni jenom O(m)
vrcholtt (kdyZz za¢indme s prazdnym stromem). Ukazte, Ze toto neplat{ pro (a,2a — 1)-stromy, tedy pro libovolné
m, n navrhnéte posloupnost m operaci na stromé s ©(n) vrcholy, kterd celkem zméni Q(m logn) vrcholu.
Muzete zacit s (2,3)-stromy, a potom zobecnit pro libovolné a. Zaroven muzete zacit s libovolnym (validnim)
n-vrcholovym stromem, a az na konci ukazat, ze jej opravdu vyrobit z prazdného stromu.

Reseni

Obecné: strom ktery mé vSechny vrcholy skoro préazdné (a synu), jen pravd cesta mé vSechny vrcholy plné
(2a — 1 synt). Ozna¢ime-li si M jako 14 nejvétsi ¢islo ve stromé, pak operace INSERT(M),DELETE(M ) mus{
vzdy vSechno nejdiive rozstépit, a poté spojit zpatky.

Po insertu totiz nejnizi vrchol bude mit 2a synu, a tedy se bude muset rozstépit na dva vrcholy s a syny - tim ale
problém vybubla o troven vyse, a opét musime $tépit, az se takto dostaneme do kotene. Kdyz pak provedeme
delete, vrchol, ktery M obsahoval bude mit najednou jenom a — 1 synu, a je ,,podméreény“. Protoze jeho jediny
soused m& také a synu, nemuzeme si zddného ukrast, a tedy musime oba slouc¢it. Tim ovSem sniZime o 1 pocet
synu vrcholu o droven vyse, a tohle ndm opét probubld az do korene.

Uloha 3 (Lepsf zaplnéni)
Zkuste upravit (a,b)-strom a jeho operace INSERT, DELETE tak, abychom mohli mit vSechny vrcholy trochu
plnéjsi — konkrétné tak, abychom méli (%b, b)—strom.

Reseni

Trik je v tom vhodné spojovat (a rozdélovat) vrcholy - normdlné spojujeme dva vrcholy do jednoho, kdyz jsou
oba malé.

Insert upravime nasledovné: prvek vlozime jako obvykle, a pokud méme pfeplnény vrchol, pokusime se jeden
z prvka presunout do sourozence. Pokud je sourozenec také plny, tak potom tyto dva vrcholy, které maji
dohromady 2b + 1 déti, muzeme rozdélit na tii vrcholy, kde kazdy mé 2b/3 déti. (Jednoho sourozence mame
vzdy, nebot a > 2.)

Ale takto muzeme spojit tfi malé vrcholy do dvou — pro kazdy vrchol, ktery méa po odebrani ¢ — 1 synu se
nejprve pokusime ukrast jednoho syna svému sourozenci. Pokud oba sousedni sourozenci maji presné 2b/3 déti,
pak je spojime do dvou vrcholi. Tady je také potieba dét si specidlni pozor na piipad, kdy jsme odebrali syna
nejlevéjsimu vrcholu - pak lze naptiklad ukrést jednoho syna svému sousedovi, a presunout se k nému, ¢imz
prevadime na ptipad s obéma sousednimi sourozenci.

Bonusové tlohy

Uloha 4 (Join)

Navrhnéte operaci JOIN pro (a, b)-stromy: méte tedy dva stromy T3, T5 s tim, ze vSechny klice v T} jsou mens{
nez v Ty, a cilem operace je spojit dva stromy do jednoho. Pozor na to, ze stromy mohou byt rizné vysoké.
(Pro dalsi piiklad se muze hodit analyzovat sloZitost presnéji nez jen O(logn).)

Reseni
Mame dva stromy, jeden z nich je potencidlné vyssi (BﬂNO tfeba levy strom neni vyssi nez pravy). Co tedy
udélame je, Zze najdeme nejlevéjsi vrchol na vhodné tdrovni pravého stromu, a spojime ho s kofenem levého


https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2324/ds1/
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/BTree.html

stromu. Tim ndm muze jeden vrchol potencidlné hodné narust, ale ne na vic nez 2b, takze potom muzeme
splitovat jako u insertu.

Abychom tohle implementovali, potiebujeme védét néco navic: jednak bychom méli védét hloubku kazdého
stromu (ekvivalentné vysku kotene), abychom nemuseli vidycky zjisfovat hloubku projitim stromu az do listu
— tu je ovSem jednoduché udrzovat, protoze se méni jenom, kdyz se ndm kotfen $tépi nebo se naopak slepuje s
vrcholy pod nim.

Déle ovSem mame druhy problém: protoze jsme ve verzi s hodnotami ve vSech vrcholech, musime ve skute¢nosti
mezi kofen levého stromu a nejlevéjsi vrchol pravého stromu pridat néjakou hodnotu, kterd se ve stromé vysky-
tuje (jinak bychom méli mezi dvéma kli¢i dvé déti). To vyfesime tak, Ze si budeme u kazdého stromu udrzovat
ukazatel na nejlevéjsi vrchol v nejnizsi vrstveé, a zaroven si budeme udrzovat invariant, ze v tomto vrcholu
(obsahujici mj. minimum ve stromé) mdme alesponi a + 1 synu, abychom vzdycky védeéli, Ze muzeme minimum
takto presunout bez jakékoliv dalsi préce (to budeme fesit pfesouvanim klict od sourozencu zprava a piipadné
vhodnym mergovanim klice z rodié{b.

Dulezité pozorovani je, ze po joinu nemusime délat zddnou dalsi praci, a ukazatel na minimum stale mame: na
minimum v levém podstromé jsme nikdy nesahali, a to je po joinu stdle nase minimum celého stromu.
Slozitost pak je O(log(|Ts|) — log(|T1|)) — staci, abych se vzdycky podival jenom do trovné log(|Ts|) — log(|T1|)
na pripojeni, a pak stejné bublame nahoru.

Uloha 5 (Split)
Navrhnéte operaci SPLIT: méte tedy (a,b)-strom T a kli¢ k, a chcete T rozdélit na dva stromy tak, ze je v
jednom je vSe mensi nez k a ve druhém je zbytek.

Reseni

Najdeme k, podle kterého rozdélujeme (kdyZz tam neni, dojdeme az do listu). Potom vezmeme v8echny podstromy
napravo od cesty z kofene do k, a oddélime je od puvodniho stromu. (Ty oddélené stromy jsou korektnf (a,b)-
stromy, protoze jsme potencidlné rozbili jenom kofeny kazdého oddéleného stromu.)

Napravo odsekané stromy muzeme sjednotit ptes join (¢asova slozitost vyjde logaritmickd, protoze jeden join je
v ¢ase rozdilu hloubek, coz vyteleskopuje na O(logn)).

Jesté musime opravit strom nalevo, coz udéldme, jako bychom délali delete.

Celkem tedy mame slozitost O(logn). V obou piipadech si muzeme navic diky této slozitosti dovolit jesté
pruchod do nejlevéjsiho listu, abychom si poupravili vrchol s minimem.

Definice ((a, b)-strom). a > 2,b > 2a—1. Viechny vnitini vrcholy kromé kofene maji aspori a synt a maximalné
b synu. Kofen ma nejvyse b synu. VSechny listy jsou ve stejné vysce.

v (a,2a — 1)-stromu to nemusi vyjit, takze predpoklddejme b > 2a, coz je stejné praktické pro rozumny pocet modifikaci
vrcholu.



