
12. cvičeńı

Datové struktury I, 18. 12. 2023 https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2324/ds1/

Úloha 1 (Sufixové a LCP pole v praxi)

Společně si ukážeme jak sestavit obě pole na řetězci CAGTAGCTGTA.

Zkuste si to potom sami na řetězci TATGTCAGTATCTC.

Řešeńı

https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2324/ds1/


Úloha 2 (Skoro advent of code)

Ze sopky se vám podařilo zachránit hromadu slon̊u1. Dı́ky vašim expertńım znalostem r̊uzných slońıch druh̊u

jste zpozorovali, že ve skutečnosti máte slony dvou r̊uzných druh̊u, a protože oba druhy maj́ı jiné preference

potravy, chcete je od sebe rozdělit, at’ se na vás některý ze slon̊u nenaštve. Bohužel je od sebe nejste schopni

odlǐsit př́ımo, ale v́ıte, že se lǐśı svou DNA. Nav́ıc jako správńı matfyzáci s sebou máte př́ıstroj na sekvenováńı

DNA, který zároveň automaticky vygeneruje i sufixové a LCP pole daného řetězce DNA.

Každému slonovi tedy (s jejich souhlasem) vysekvenujete relevantńı kousek DNA, který si můžeme představit

jako řetězec. Po d̊ukladném prostudováńı př́ıručky Jak se lǐśı sloni jste zjistili, že hlavńı rozd́ıl jejich DNA je v

délce nejdeľśı opakuj́ıćı se podposloupnosti báźı DNA. Konkrétně, pokud je délka takového řetězce lichá, jedná

se o slona indického, zat́ımco slon africký má nejdeľśı takovou podposloupnost sudé délky. Pro každého slona

určete, zda se jedná o slona afrického či slona indického.

Pokud vás nezaj́ımaj́ı př́ıběhy: nalezněte v řetězci, když máte jeho sufixové i LCP pole, délku nejdeľśıho opa-

kuj́ıćıho se podřetězce.

Řešeńı

Prostě najdeme největš́ı hodnotu v LCP poli, a ta odpov́ıdá nejdeľśımu opakuj́ıćımu se podřetězci.

Úloha 3 (Hledáme palindrom)

Máte řetězec α. Nalezněte pomoćı LCP pole či sufixového pole nejdeľśı palindromický (souvislý) podřetězec α.

(Řetězec je palindromický, jestliže je stejný, když jej čteme zepředu i zezadu.)

Řešeńı

Seženeme si znak #, který se v řetězci jinak nevyskytuje, a potom vezmeme α#αR, a sestav́ıme si LCP, rankové i

sufixové pole. Nav́ıc si ještě nad LCP polem postav́ıme intervalový strom, který bude poč́ıtat minimum v každém

podstromě.

Potom si rozděĺıme potenciálńı palindromy na palindromy liché a sudé délky. Pro palindromy liché délky pro-

jdeme všechny indexy i ≤ |α|, a zjist́ıme si s pomoćı stromu LCP(R[i], R[2|α|+1−i]). Pro palindromy sudé délky

projdeme stejně všechny indexy i ≤ |α|, a zjist́ıme si LCP(R[i], R[2|α| − i]), a zkontrolujeme, že α[i] = α[i− 1].

Úloha 4 (Sloni jsou nějak zvědav́ı)

Když se sloni dozvěděli, co všechno váš sekvencer umı́, zaj́ımala by je ještě daľśı věc: přečetli si, že podřetězec P

délky n odpov́ıdá zvýšené inteligenci, a tak by je zaj́ımalo, jestli maj́ı takové predispozice. Když máte relevantńı

část jejich genomu G délky m, nejprve si připomeňte triviálńı algoritmus hledáńı jehly v seně v čase O(n logm)

(můžete předpokládat, že sufixové pole máte už sestavené).

Dále si představte, že pro libovolné dva řetězce x, y umı́te spoč́ıtat LCP(x, y) v konstantńım čase. Upravte

triviálńı algoritmus tak, aby trval jenom O(logm).

Řešeńı

Triviálńı: binárně vyhledáváme nad sufixovým polem a porovnáváme řet́ızky, abychom zjistili, kterým směrem

se vydat.

1Viz př́ıběh Advent of code 2022, dny 16-18: https://adventofcode.com/2022/day/16.

https://adventofcode.com/2022/day/16


Lepš́ı: vždycky se zeptáme na LCP(jehla, prostředńı sufix sena), a pak se pod́ıváme na daľśı znak, a podle toho

jdeme doleva nebo doprava.

Bonusy

Úloha 5 (Advent of code intensifies)

Sloni jsou ale realisté, takže si jsou vědomi toho, že obecné LCP nejde spoč́ıtat v konstantńım čase. Na druhou

stranu ale objevili hromadu daľśıch podřetězc̊u, které údajně odpov́ıdaj́ı všem možným vlastnostem, takže by

byli moc rádi, kdyby algoritmus byl co nejrychleǰśı.

Co ale kdybychom uměli v konstantńım čase spoč́ıtat LCP libovolných dvou sufix̊u v genomu (seně)?2 Nalezněte

v tom př́ıpadě algoritmus na hledáńı jehly délky n v seně délky m běž́ıćı v čase O(n+ logm).

Hint: V sufixovém poli máme všechny sufixy G lexikograficky seřazené, takže v něm m̊užeme binárně vyhledávat a

zaj́ımá nás takový sufix, jehož prefixem je právě P . Jenom je potřeba při porovnáńı řetězc̊u porovnávat jenom ty

správné části, aby nás všechna porovnáńı dohromady stála O(n). Cı́lem je tedy využ́ıvat informace o společných

prefixech mezi prvky sufixového pole k udržováńı informaćı o společném prefixu P s relevantńımi řetězci v S.

Řešeńı

Během binárńıho vyhledávańı máme vždy minimálńı il a maximálńı ir index v S, které nám určuj́ı zmenšuj́ıćı

se oblast, v ńıž ještě vyhledáváme, a středńı index im = ⌊ il+ir
2 ⌋, podle kterého děĺıme. Zároveň si udržujeme

délku společného prefixu P s hraničńımi sufixy dl = LCP(P, S[il]), dr = LCP(P, S[ir]), tu na začátku spoč́ıtáme

porovnáńım znak po znaku.

Během každého kroku binárńıho vyhledáváńı vybereme hranici s deľśım společným prefixem s P podle dl
vs dr, zjist́ıme LCP této hranice se středem S[im]. Ted’ z výsledku bud’ umı́me určit LCP(P, S[im]): BÚNO

dl ≥ dr, pak pokud výsledné LCP(S[il], S[im]) > dl, pokračujeme v pravé části. Pokud je výsledné LCP

LCP(S[il], S[im]) < dl, pokračujeme v pravé části. Pokud došlo k rovnosti, pokračujeme porovnáváńım daľśıho

znaku.

Úloha 6 (Vlastně můžeme trošku zeslabit předpoklady)

Vı́me, že v lineárńım čase lze k S dopoč́ıtat pole LCP (Kasaiovým algoritmem). Ukažte, že potom je v lineárńım

čase možné dopoč́ıtat všechny hodnoty, které algoritmus v předchoźı úloze potřebuje.

Řešeńı

Strom binárńıho vyhledáváńı je fixńı a má lineárńı velikost, takže můžeme poč́ıtat hodnoty odpov́ıdaj́ıćı jed-

notlivým stav̊um binárńıho vyhledáváńı bottom-up: listy máme okamžitě z LCP pole, vnitřńı vrcholy pak jsou

minimum jejich syn̊u.

Úloha 7 (Něco
”
praktičtěǰśıho“)

Při hashováńı často poč́ıtáme modulo, ale to se přelož́ı do strojového kódu jako operace idiv, která je hodně

drahá (latence pro 64 bitová č́ısla může být, dle procesoru, klidně i řádově deśıtky cykl̊u). Existuj́ı ale speciálńı

prvoč́ısla, tzv. Mersennova, pro která to jde rychleji. Ta maj́ı tvar p = 2s − 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvoč́ıslo jen pomoćı bitových operaćı (bitshift, bitwise and/or),

sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a porovnáváńı (obecně rychlých operaćı).

Řešeńı

Chceme spoč́ıtat k mod p, p = 2s − 1. Stač́ı vźıt i = (k & p) + (k >> s), a vrátit if i >= p then i-p

else i. Tohle předpokládá k ≤ 22s − 1, jinak bude potřeba poč́ıtat rekurzivně.

Proč? Rozděĺıme k = x · 2s + r ≡2s−1 x+ r, kde r źıskáme bitmaskou, a k jsme bitshiftem vydělili 2s.

Tahák

• Pro řetězec α s pythońım značeńım podřetězc̊u (tj. indexujeme od nuly, α[i : j] obsahuje všechny znaky

od indexu i po index j − 1, vynecháńı jedné souřadnice znamená ”od začátku”, resp. ”do konce”) máme

následuj́ıćı:

• sufixové pole S: S[i] ř́ıká index takový, že α[S[i] :] je lexikograficky i-tý sufix řetězec α

• rankové pole R: R[i] ř́ıká, kolikátý je lexikograficky sufix α[i :]

2Tento předpoklad je silněǰśı než jenom mı́t LCP pole, protože umı́me poč́ıtat i LCP lexikograficky nesousedńıch sufix̊u.



• LCP pole L: L[i] ř́ıká, kolik znak̊u na začátku spolu sd́ılej́ı α[S[i] :], α[S[i+ 1] :] (tedy lexikograficky i-tý

a (i+ 1)-ńı sufix α)

Domáćı úkol

Úloha 1 (Hezké svátky!)

Užijte si vánočńı prázdniny!

Řešeńı


