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Úloha 1 (Nejhorš́ı př́ıpad pro k-d strom)

Mějme 2-d strom, tedy binárńı strom, kde rozdělujeme rovinu stř́ıdavě podle os x a y. Ukažte, že dvourozměrný

intervalový dotaz (na počet bod̊u v obdélńıku) může trvat až Ω(
√
n), konkrétně najděte množinu bod̊u uloženou

ve stromě a dotaz, který bude trvat takto dlouho.

Bonus: zkuste toto rozš́ı̌rit na obecné k-d stromy s časovou složitost́ı Ω(n1− 1
k ).

Řešeńı

Vezmeme množinu {(i, i) : 1 ≤ i ≤ n} a budeme se ptát na dotaz {0}×R. Pro jednoduchost mějme n = 2t−1. V

každém x-vrcholu jdeme doleva, ale v každém y-vrcholu muśıme j́ıt oběma směry. Strom má hloubku t ≈ log n,

a v každém druhém kroku zdvojnásob́ıme počet podstromů, na které se muśıme pod́ıvat. Celková složitost tedy

je Ω(2(logn)/2) = Ω(
√
n).

Rozš́ı̌reńı je analogické, jenom budeme mı́t k-tice (i, . . . , i) a dotaz bude {0} × Rk−1.

Úloha 2 (Hledáńı minima a mazáńı v k-d stromě)

Máme k-d strom. Navrhněte, jak na něm implementovat operaci nalezeńı nejmenš́ıho prvku v dané dimenzi.

(Tedy funkci FindMin(d), která nalezne prvek, jehož d-tá souřadnice je minimálńı.)

Dále navrhněte implementaci operace Delete. Pro jednoduchost můžete předpokládat, že žádné dva body

spolu nesd́ılej́ı žádnou souřadnici.

(V obou př́ıpadech neřešte časovou složitost.)

Řešeńı

Pro FindMin: Ve vrcholu, který řeže dimenzi rozd́ılnou od d-té vezmeme minimum z obou podstromů a sebe.

Ve vrcholu, který řeže d-tou dimenzi, vezmeme minimum z podstromu odpov́ıdaj́ıćımu nižš́ı hodnotě souřadnic

(a sebe).

Pro Delete: Najdeme vrchol, který mažeme, a nalezneme minimum v pravém podstromě pro souřadnici, podle

které vrchol řeže. Z něj přesuneme vrchol výše na mı́sto, které chceme smazat, a nyńı chceme smazat právě

vyprázdněné mı́sto. T́ım můžeme potenciálně přej́ıt na mazáńı daľśıho vnitřńıho vrcholu, ale ten bude ve stromě

ńıže, takže po konečném počtu iteraćı se dostaneme do listu, který můžeme beztrestně smazat.

Úloha 3 (Nejbližš́ı soused a k-NN)

Máme k-d strom. Navrhněte, jak na něm implementovat operaci nalezeńı nejbližš́ıho souseda, a operaci nalezeńı

m nejbližš́ıch soused̊u.

Hint: pro m-NN se m̊uže hodit mı́t k dispozici haldu.

Řešeńı

Máme-li bod x, začneme jako bychom hledali x. Jakmile doraźıme do listu, zapamatujeme si posledńı vrchol

jako nejbližš́ı. Budeme se v rekurzi vracet, a v každém vrcholu se pod́ıváme, jestli vrchol neńı bližš́ı, a jestli neńı

šance, že v druhém podstromě může být bližš́ı vrchol. (Vzdálenost nejbližš́ıho bodu druhého obdélńıka muśı

být menš́ı než vzdálenost k nejbližš́ımu vrcholu.) Pokud šance je, pod́ıváme se i do druhého podstromu.

Zlepšeńı: to samé, jenom si nejbližš́ı vrcholy ukládám do haldy a beru vrcholy shora, abych měl aspoň nějaké

omezeńı.

Úloha 4 (Zrychleńı intervalových stromů)

Mějme zjednodušený dvourozměrný intervalový strom, tedy binárńı strom podle souřadnice x, který má v

každém vrcholu pole bod̊u z daného x-ového intervalu seřazené podle y. Dvourozměrné intervalové dotazy

(na počet bod̊u v obdélńıku) zde trvaj́ı O(log2 n), protože potřebujeme binárně vyhledávat v O(log n) poĺıch.

Ukažte, že přidáńım (lineárně mnoha) pointer̊u z každého pole na správná mı́sta v obou poĺıch v synech můžeme

složitost sńıžit na O(log n).

(Pro d-rozměrný strom pak dostaneme O(logd−1 n).)

Řešeńı

Pro každý vrchol v a jeho syna w povede z každého prvku pole ve vrcholu pointer na stejný prvek nebo největš́ı

menš́ı v poli w. Binárńı vyhledáváńı poté provedeme jen v největš́ım poli v kořeni. Pro nalezeńı odpov́ıdaj́ıćıch

hranic v poli v synovi pak stač́ı jen použ́ıt pointery a př́ıp. se posunout o jeden prvek vedle. Během vyhledávańı
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ve stromě řazeném podle x-ové souřadnice tak jen s konstantńım zpomaleńım udržujeme hranice v poli v

aktuálńım vrcholu. Této metodě se ř́ıká Fractional cascading a obecně umožňuje i propojováńı poĺı se stejným

řazeńım ale r̊uznými prvky.

Bonusy

Úloha 5 (Něco
”
praktičtěǰśıho“)

Při hashováńı často poč́ıtáme modulo, ale to se přelož́ı do strojového kódu jako operace idiv, která je hodně

drahá (latence pro 64 bitová č́ısla může být, dle procesoru, klidně i řádově deśıtky cykl̊u). Existuj́ı ale speciálńı

prvoč́ısla, tzv. Mersennova, pro která to jde rychleji. Ta maj́ı tvar p = 2s − 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvoč́ıslo jen pomoćı bitových operaćı (bitshift, bitwise and/or),

sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a porovnáváńı (obecně rychlých operaćı).

Řešeńı

Chceme spoč́ıtat k mod p, p = 2s − 1. Stač́ı vźıt i = (k & p) + (k >> s), a vrátit if i >= p then i-p

else i. Tohle předpokládá k ≤ 22s − 1, jinak bude potřeba poč́ıtat rekurzivně.

Proč? Rozděĺıme k = x · 2s + r ≡2s−1 x+ r, kde r źıskáme bitmaskou, a k jsme bitshiftem vydělili 2s.


