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Uloha 1 (Nejhorsi pifpad pro k-d strom)

Méjme 2-d strom, tedy binarni strom, kde rozdélujeme rovinu stiidavé podle os x a y. Ukazte, ze dvourozmérny
intervalovy dotaz (na pocet bodu v obdélniku) muze trvat az Q(y/n), konkrétné najdéte mnozinu boda ulozenou
ve stromé a dotaz, ktery bude trvat takto dlouho.

v

Bonus: zkuste toto rozsifit na obecné k-d stromy s ¢asovou slozitosti Q(nl_%).

Reseni

Vezmeme mnozinu {(7,7) : 1 <4 < n} a budeme se ptat na dotaz {0} x R. Pro jednoduchost méjme n = 2! —1. V
kazdém z-vrcholu jdeme doleva, ale v kazdém y-vrcholu musime jit obéma sméry. Strom ma hloubku ¢ ~ logn,
a v kazdém druhém kroku zdvojndsobime pocet podstromii, na které se musime podivat. Celkova slozitost tedy
je Q(2097)/2) = (/).

Rozsiteni je analogické, jenom budeme mit k-tice (i,...,4) a dotaz bude {0} x R¥~1.

Uloha 2 (Hledéni minima a mazani v k-d strome)

Mame k-d strom. Navrhnéte, jak na ném implementovat operaci nalezeni nejmenstho prvku v dané dimenzi.
(Tedy funkci FINDMIN(d), kterd nalezne prvek, jehoz d-t4 soufadnice je minimdlni.)

Déle navrhnéte implementaci operace DELETE. Pro jednoduchost muzete predpokladat, ze zddné dva body
spolu nesdileji zddnou soutadnici.

(V obou piipadech nefeste ¢asovou slozitost.)

Reseni

Pro FINDMIN: Ve vrcholu, ktery feze dimenzi rozdilnou od d-té vezmeme minimum z obou podstromu a sebe.
Ve vrcholu, ktery feze d-tou dimenzi, vezmeme minimum z podstromu odpovidajicimu nizsi hodnoté souradnic
(a sebe).

Pro DELETE: Najdeme vrchol, ktery mazeme, a nalezneme minimum v pravém podstromé pro soutadnici, podle
které vrchol feze. Z néj presuneme vrchol vysSe na misto, které chceme smazat, a nyni chceme smazat praveé
vyprazdnéné misto. Tim muzeme potencidlné piejit na mazani dalstho vnitiniho vrcholu, ale ten bude ve stromé
nize, takze po konetném poctu iteraci se dostaneme do listu, ktery muzeme beztrestné smazat.

Uloha 3 (Nejblizst soused a k-NN)

Méme k-d strom. Navrhnéte, jak na ném implementovat operaci nalezeni nejblizsiho souseda, a operaci nalezeni
m nejblizsich sousedu.

Hint: pro m-NN se muze hodit mit k dispozici haldu.

Reseni

Mame-li bod z, za¢neme jako bychom hledali x. Jakmile dorazime do listu, zapamatujeme si posledni vrchol
jako nejblizsi. Budeme se v rekurzi vracet, a v kazdém vrcholu se podivame, jestli vrchol neni blizsi, a jestli neni
sance, ze v druhém podstromé muze byt blizsi vrchol. (Vzdédlenost nejblizsiho bodu druhého obdélnika musi
byt mensi nez vzdalenost k nejblizsimu vrcholu.) Pokud Sance je, podivdme se i do druhého podstromu.
ZlepsSeni: to samé, jenom si nejblizsi vrcholy ukldaddm do haldy a beru vrcholy shora, abych mél aspon néjaké
omezeni.

Uloha 4 (Zrychlen intervalovych stromt)

Mgéjme zjednodusSeny dvourozmérny intervalovy strom, tedy binarni strom podle soufadnice x, ktery ma v
kazdém vrcholu pole bodu z daného x-ového intervalu sefazené podle y. Dvourozmérné intervalové dotazy
(na pocet bod v obdélniku) zde trvaji O(log®n), protoze potfebujeme bindrné vyhledavat v O(logn) polich.
Ukazte, ze priddnim (linedrné mnoha) pointert z kazdého pole na sprévnd mista v obou polich v synech muzeme
slozitost snizit na O(logn).

(Pro d-rozmérny strom pak dostaneme O(log? ' n).)

Reseni

Pro kazdy vrchol v a jeho syna w povede z kazdého prvku pole ve vrcholu pointer na stejny prvek nebo nejvétsi
mens{ v poli w. Bindrn{ vyhleddvéni poté provedeme jen v nejvétsim poli v kofeni. Pro nalezeni odpovidajicich
hranic v poli v synovi pak sta¢i jen pouzit pointery a piip. se posunout o jeden prvek vedle. Behem vyhleddvani
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ve stromé Fazeném podle x-ové soutadnice tak jen s konstantnim zpomalenim udrzujeme hranice v poli v
aktualnim vrcholu. Této metodé se fika Fractional cascading a obecné umoziuje i propojovani poli se stejnym
fazenim ale ruznymi prvky.

Bonusy

Uloha 5 (Néco ,praktictejstho®)

Pii hashovéni ¢asto pocitame modulo, ale to se prelozi do strojového kédu jako operace idiv, ktera je hodné
drahd (latence pro 64 bitové ¢isla muze byt, dle procesoru, klidné i fadové desitky cyklu). Existuji ale specidln{
prvocisla, tzv. Mersennova, pro ktera to jde rychleji. Ta maji tvar p = 2% — 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvocislo jen pomoci bitovych operaci (bitshift, bitwise and/or),
s¢itént, odéiténi a porovndvéani (obecné rychlych operaci).

Reseni

Chceme spocitat k& mod p,p = 2° — 1. Staci vzit i = (k & p) + (k >> s), a vratit if i >= p then i-p
else i. Tohle piedpokladd k < 22 — 1, jinak bude potieba poéitat rekurzivné.

Proc¢? Rozdélime k =z - 2° + r =9:_1 © + r, kde r ziskdme bitmaskou, a k jsme bitshiftem vydélili 2°.



