10. cviceni
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Uloha 1 (4-nezévislost tabulkového hashovéni)
Ukazte, ze tabulkové hashovani neni 4-nezavislé.
Hint: oy9g.072 0yog ysvy wbngan qugvuzoupdl 147 yosuasd 2ysvy az “yofinoyny ndnisa 12140039 noyvlou plvu 21snyy

Reseni

Méjme a, b, ¢, d takové, zea = X Xa®...a* b= XYa®...a* c=YXa®...a*,d=YYa®...d" Pak h(a)©h(b)®
h(c) @ h(d) = 0%, nebot hashe a’ vyXORujeme vzdycky étyfikrat, a hashe X,Y v kazdém bloku vyXORujeme
prave dvakrét. Specidlné to tedy znamens, ze Pr[h(a) = a Ah(b) = SAR(c) = yAh(d) = a® BB v] = Pr[h(a) =
aAh(b) =B Ah(c) =9] = 5.

Uloha 2 (Rehashujeme)

Jednoduchd implementace rehashe u kukackového hashovani je, ze si vSechny hodnoty vlozime do pomocného
pole, a potom je po jednom insertujeme. Vymyslete implementaci rehashe, kterd pomocné pole nepotiebuje.
(Pozor na to, ze béhem rehashe muzeme znovu zacit s rehashem.)

Reseni
Staci projit pole T' podle indexu, a kdyz najdeme prvek ve Spatné buiice, tak ho odstranime, a znovu vlozime.

Uloha 3 (FKS (Fredman, Komlés, Szemerédi))

Ukéazeme si konstrukei (statické) hashovaci tabulky pro podmnozinu S velikosti n univerza U, kterd nemé zddné
kolize. MoZn4 jste narazili na konstrukei, ktera potiebovala Q(n?) paméti (presnéji pamétovych bunék). My to
zvladneme s linedrnim po¢tem paméfovych bunék (za pfedpokladu, Ze muZeme mit zcela ndhodnou hashovaci
funkci, tu dokazeme sestrojit a samplovat v konstantnim case a zZe si ji dokdzeme pamatovat v konstantnim
prostoru)ﬂ

Proces stavby tabulky bude probihat nasledovné: budeme stavét dvé irovné. V prvni trovni si zcela ndhodnou
hashovaci funkei f rozdélime prvky S do kyblika By, ..., B, (a oznacime si b; := |B;|). V druhé tdrovni pak
postavime bezkolizn{ tabulku pomoci konstrukce, kdy mame pro kyblik B; tabulku velikosti 2b? pro b; prvki,
a zkousime nahodné volit vhodnou hashovaci funkci, dokud neméme zadné kolize.

Za¢neme s prvni trovni. V konstantnim ¢ase si vybereme ndhodnou hashovaci funkei f : U — [n], a tou rozdélime
S do kybliku. Toto opakujeme, dokud neplati, ze > ; b? < Bn pro B = 4.

Chceme ukézat, ze tento krok budeme ve stiedni hodnoté opakovat nejvyse dvakrat. Ozna¢me jako C' pocet
kolizi.

1. Urcete E[C].
2. Urcete C v zavislosti na b;.

3. Na zdkladé predchozich dvou hodnot uréete E[> ", b7].

i=1"1
4. Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = Y"1 b?
pozadovany vysledek. (Taky se bude hodit stfedn{ hodnota geometrického rozdéleni.)

s vhodnou hodnotou, abychom dostali

Ve druhé trovni pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzaln{ hashovac{ funkci g; : U — [ab?] pro a = 2.
Toto opakujeme, dokud neni prosta pro prvky v kybliku B;.
Oznacme jako C, pocet kolizi klice x € B; na druhé turovni.

1. Shora odhadnéte E[C,].

2. Pouzijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravdépodobnost existence prvku
aspon s jednou kolizi.

3. Kolikrat budeme muset proces opakovat? ([Sem si vlozte si svou oblibenou pozndmku o stiedni hodnoté
geometrického rozdéleni.))
Reseni
Prvni ¢ast:

1Totéz jde udélat s rozumné univerzalni funkci, tohle je jenom pro jednoduchost.
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L. BA[C] = Ty pyes Prlhle) = o)) = (3)4 = 25
2 0= Y0 (5) = 20 = KLy = b) = S, (08) —n o YILy B = 20 4.
3. E[p?] = 2E[C] +n =2n—1

4. Pr[X > 4n] < 22;1 < %, a tedy ve stfedni hodnoté budeme potiebovat 2 pokusy, nez najdeme vhodnou

funkci.
Druhd c¢ést:

1. E[C,] < abg? = (,lb

2. Oznaéime C' =3

1

Cxa pak PF[O/ 2 1] S ZxGBi PI‘[CI 2 1] S ZmGBi aLbi T o

rEeB;

3. Ve stiedni hodnoté tedy potfebujeme o = 2 pokusy pro nalezeni vhodné funkce.

Uloha 4 (Vyhleddvéni jehly v textu)
Vymyslete algoritmus na nalezeni viech vyskytu podietézce x délky n v textu T délky m pomoci hashovanti,
ktery bézi v prumérném ¢ase (tj. ve sttedni hodnoté) O(n 4+ m + k - n), kde k je pocet vyskytu x v T

Reseni

Rabin-Karp s Rolling hashem, ¢as: mame m Casu na projiti fetézce, v kazdém kroku udélame konstantni ipravu
hashe a zkontrolujeme, Ze neni stejny. Pokud je hash stejny, zkontrolujeme cely string. Protoze mame hashovani
do néjakého Z,, pravdépodobnost kolize je d/p, a tedy celkem méme ve stfedni hodnoté asi (k + md/p) kolizi.
Pokud ale zvolime p > m - d (nebo obecné staci p € Q(m - d)), mame konstantné mnoho falesnych kolizi ve
stfedni hodnoteé.

Bonusy

Uloha 5 (Néco ,praktictejstho®)

Pii hashovéni ¢asto poc¢itame modulo, ale to se prelozi do strojového kodu jako operace idiv, kterd je hodné
drahd (latence pro 64 bitovd ¢isla muze byt, dle procesoru, klidné i fadove desitky cyklu). Existuji ale specidln{
prvocisla, tzv. Mersennova, pro ktera to jde rychleji. Ta maji tvar p = 25 — 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvoéislo jen pomoci bitovych operaci (bitshift, bitwise and/or),
s¢itani, odéitdni a porovnavani (obecné rychlych operaci).

Reseni

Chceme spocitat £k mod p,p = 2° — 1. Sta¢i vzit 1 = (k & p) + (k > s), a vratit if i >= p then i-p
else i. Tohle piedpokladd k < 22° — 1, jinak bude potieba poéitat rekurzivné.

Pro¢? Rozdélime k = x - 2° + 1 =4:_1 4+ r, kde r ziskdme bitmaskou, a k jsme bitshiftem vydélili 2°.

Uzitecné definice

Definice (c-univerzéln{ systém fef). Systém H funkel h : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vSechna
x # gy plati Pry[h(z) = h(y)] < £.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.

Definice (Tabulkové hashovéni). Predstavme si, Ze chceme zahashovat n-bitové fetizky do m-bitovych fetizku,
kde n = k - £. Retizek 2 € {0,1}" pak rozlozime do k casti délky ¢, které znacime x;. Mizeme tedy psat
r = z'2?... 2%, Pak generovani nasi hashovaci funkce h : {0,1}" — {0,1}™ vypada tak, Ze vybereme uni-
formné ndhodné k funkei T; : {0,1}* — {0,1}™ (tyto reprezentujeme tabulkou, proto tabulkové hashovéni).
Vyhodnocujeme pak h(x) = @le Ti(z%) = Ty (21) © Ta(2?) @ - - - @ Ty (2¥), kde @ znaci XOR (po jednotlivych
bitech).

Definice (Kukackové hashovdni). V kazdém okamziku mame dvé hashovaci funkce f,g : U — [m] volené
uniformné nadhodné z néjakého systému hashovacich funkei a jedno pole velikosti m. Nasim cilem je, ze kazdy
prvek z, ktery je zahashovany, se vyskytuje v jednom ze dvou ,hnizd“ f(z) nebo g(x).

Lookup se podiva na tato dvé mista, a podle vysledku bud fekne, zda se tam prvek nachdzi, nebo ne.

Insert probihd nésledovné: pokud je jedno z hnizd f(z) nebo g(x) volné, usadime = do volného mista. Jinak
vybereme jedno z plnych mist (feknéme f(z)), z do néj vlozime, a vyjmeme prvek z1, ktery byl v tomto hnizde



puvodné ulozeny. Ted musime ulozit 1, a to vlozime do toho hnizda f(x1), g(z1), ze kterého jsme jej nevyjmuli
— takze jej ddme do druhého hnizda nez bylo f(z). Takhle muzeme néjakou dobu pokracovat, dokud nenajdeme
prazdné mistecko, nebo dokud nedojde k tomu, ze uz takhle pfesouvdme prvky pfilis dlouho (feknéme 6log(m)
nebo 6log(n), kde m je pocet hnizd/ptihradek a n je pocet uskladnovanych prvki). Potom se na tento pokus o
vloZeni vykasleme, a za¢neme znovu s tim, Ze si vygenerujeme nové funkce f a g, a vSechny prvky v nasem poli
prehashujeme.

Tvrzeni (Union bound). Pro jevy A;, As plati, ze P[A; U As] < P[A1] + P[As)].

Véta (Markovova nerovnost). Bud X nezédpornd ndhodnd veli¢ina. Pak Ve > 0 plati P[X > ¢] < E[EX].
Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < 1.




