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Vyuziti ndahody v rtznych oblastech teoretické informatiky

Uloha 1 (Elektfina?)

Zagneme pomérné piekvapivou souvislost{ ndhodnych prochdzek po grafu a fyziky. Méjme graf G = (V, E) se
dvéma vyznaénymi vrcholy u # v. Na tomto grafu provedeme ndhodnou prochdzku: tedy zaéneme v néjakém
vrcholu w, a poté se v kazdém kroku pfesuneme do uniformné nadhodné vybraného souseda vrcholu, v némz
pravée jsme (doted jsme u,v nepotfebovali)ﬂ

Ale nas taky muze zajimat, jaka je pravdépodobnost, ze se z néjakého vrcholu dostaneme diive do u nez do
v. Pro libovolny vrchol z zadefinujeme p,, := P[ndhodnd prochdzka z = dojde diive do u nez do v]. Berme jako
fakt, ze tato pravdépodobnost je dobfe definovana, a snadno si vSimneme nésledujicich vlastnosti: p, = 1,p, =
0,V2 € VA\{u,v}: pe = 3 en(e) dontay-

Uvazme dale elektricky obvod se stejnou strukturou jako G - tedy vrcholy odpovidaji uzlim, hrany odpovidaji
rezistorum. Predstavme si, ze kazda hrana m& odpor 1 ohm, a mezi vrcholy u,v zapojime jednovoltovy zdroj
(tak, aby napét{ v u bylo 1, a napéti ve v bylo 0). Fyzikdln{ pravidla ndm fikaji, ze v uzlu (vrcholu) z je néjaky
odpor U,. Také kazdou hranou protéka proud I , := U, —U, — ten miize byt zdporny, zalezi, kde je vy3ssi napéti
(spréavné bychom meéli délit odporem hrany, ale odpory jsme chytfe nastavili jako jednotkové, takze vsechno
funguje v pofddku). Plat{ ndm také Kirchhoffav zdkon: pro libovolny vrchol z € V' \ {u, v} : 3° ¢ n(y Loy = 0.

o Ukazte, ze U, a p, jsou definované stejnymi rovnicemi.

Poznamenejme, ze tohle je celkem uziteé¢ny koncept pro studovani ndhodnych prochazek na grafech. Prirozené
jde definovat koncept efektivniho odporu Rfffv = %Iu,y (rozdil napéti déleny opravdovym proudem
vychdzejicim z u). Jednak jde pak pomérné snadno di)kézat fyzikalni vlastnost Rayleighova principu mono-
tonidﬂ Cisté matematicky, aniz bychom se museli snazit délat néjaké experimenty. Ale zaroven mame néasledujici
vétu: oznacime-li si T, ., délku cesty z u do v a pak zpét do u (tohle je ndhodnd veli¢inal), plati, ze E[T), ] =
2-|E(G)|- RS,

Toto déle pouzijeme, abychom ukézali, ze v lizatku existuji dva vrcholy, mezi nimiz aspon jednim smérem je
potieba ve stfedni hodnoté kubicky mnoho kroku ve velikosti grafu. Graf lizatko (oznacme jej tieba L,,) je graf
na n vrcholech, kde prvnich n/2 vrcholu tvoii kliku, a druhych n/2 vrcholu tvofi cestu, kterd je pfipojena k
pravé jednomu vrcholu kliky. Ditkaz provedte ndsledovné:

a) Zvolte vhodné dva vrcholy; hint: jpplou 0o agas po nosl 0o ‘fjoyoin agsnyy

b) Prvnim krokem je odhadnout zdola efektivni odpor mezi témito vrcholy: je potfeba si rozmyslet, jaky je
efektivni odpor cesty na £ vrcholech, a dale, co se s efektivnim odporem stane, kdyz zapojite za sebe dva
grafy sériové. Tohle si radéji nechte az na konec a pouzijte jako fakt odhad > n/2.

¢) Odhadnéte zdola pocet hran grafu.
d) Souéin téchto dvou odhadi ndm davé dolni odhad na stfedni hodnotu Ty 4 -

Jak posledni fakt zde zminme vétu, ktera rika, ze asymptoticky horsi situace nez kubickd nemuze nastat: Gregory
Lawler dokazal, ze pro kazdy souvisly neorientovany graf na n vrcholech a libovolné dva vrcholy w,v plati, ze
stfedni hodnota doby névstévy vrcholu v po vyjiti z v muze byt nejvyse kubicka.

Uloha 2 (Pravdépodobnostni algoritmus pro dosazitelnost)
V predchozi tloze jsme si tekli, ze kdyz v n-vrcholovém souvislém neorientovaném grafu vyjdeme z vrcholu wu,
stfedni hodnota doby nez navitivime v, je nejvyse kubicka. Konkrétné ji mizeme odhadnout shora jako < 2n3.

1Pokud chcete formalni definici ndhodné prochizky, muzeme pouzit napiiklad nésledujici: ndhodné prochézka na grafu G =
(V, E) je posloupnost ndhodnych veli¢in Xo, X1,..., kde P[Xg =w] =1,Vz € V\{w}: P[Xg=2]=0,aVi> 1Vz,y € V: PX; =
1
B okud {z,y} € E
olXiy —y) = | T PR {BrE R
0 jinak
2Zhruba: Kdyz vezmeme néjaky obvod, a snizime odpor néjakého rezistoru, pak efektivni odpor nemfize stoupnout.
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Sestrojte pravdépodobnostni algoritmusﬂ pro rozhodnut{ dosaZitelnosti (tedy odpovéd na otdzku ,existuje cesta
z u do v?“), ktery selze s pravdépodobnosti nejvyse 1/4, a potiebuje jenom logaritmicky prostor.

Technicka poznamka k logaritmickému prostoru: kdyz méame algoritmus bézici v sublinedarnim prostoru, poc¢itdme
jej tak, ze mame vstup na ,read-only“ disku, kde k nému muzeme pfistupovat, ale nemuzeme jej upravovat (ale
podle potieby si jej muzeme bez problému kopirovat)ﬂ
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Opét jen pro zajimavost: je celkem snadné ukézat, ze dosazitelnost je feSitelnd v nedeterministickém logarit-
mickém prostoru (coz odpovidéd tiidé NL, coz je ekvivalent NP s logaritmickym prostorem), a Szelepcsényi-
Immerman ukézali, Ze dosazitelnost je NL—téZkéEL ajev CONIEL coz tedy ukazuje, ze tfidy NL a coNL jsou
stejné.

My jsme ted zéaroven ukézali, Ze dosazitelnost umime vyftesit v logaritmickém prostoru pravdépodobnostnim
algoritmem. Na druhou stranu je stéle otevienou otéazkou, zda lze dosazitelnost vytesit v logaritmickém prostoru
deterministickym algoritmem.

Uloha 3 (Pravdépodobnostni algoritmus pro k-SAT)

Problém 3-SAT je nésledujici: na vstupu mdme formuli, kterd je v 3-CNF (konjunkce disjunkci, kde v kazdé
disjunkei je nejvyse 3 literdli) na n proménnych — napiiklad (z1 V @2) A (z2 V —xg V 24) A (121 V 24).
Uvazme néasledujici algoritmus:

e Na zacatku vSechny proménné nezévisle uniformné ndhodné ohodnot.

e Dokud formule neni splnénd nasim ohodnocenim, opakuj ndsledujici proceduru (ale nejvyse n/2-krét):
vezmeme jednu nesplnénou klauzuli, a jednu proménnou v ni piehodime tak, aby tato klauzule byla
splnéné.

e Pokud se ndm takto podafilo formuli splnit, fekneme, zZe je splnitelnd, jinak fekneme, Ze je nesplnitelna.
Proved'te analyzu tohoto algoritmu (pro jednoduchost klidné predpokladejte, ze n je sudé):

e Jak to je s pripadem, kdy je formule nesplnitelna?

e Uvazme nyni pfipad, kdy je formule splnitelnd, a uvazme jedno konkrétni spliujici ohodnoceni a.

e Pravdépodobnost toho, Ze algoritmus spravné fekne, ze je formule splnitelnd budeme odhadovat pomoci
naseho zafixovaného a: nejdiive se musime trefit aspon polovinou proménnych stejné jako a, a pokud se
trefime, tak se pfinejhorsim musime trefit spravné n/2-krit, takze potom se musime piinejhorsim n/2-krat
trefit v nesplnéné klauzuli tak, ze proménnou, kterd byla nastavena $patné, nastavime na spravné. Otazka,
ktera zbyva na vas je: naleznéte konstantni dolni odhad pravdépodobnosti, Ze se pii ndhodném splnéni
jedné nesplnéné klauzule trefime tak, abychom proménnou, jejiz hodnotu pfepneme, zménili na spravnou.

e Tento algoritmus evidentné bézi v polynomidlnim case, ale ma dost velkou chybovost. Co se stane, kdyz
algoritmus pustime vicekrat za sebou? Zkuste najit takovy pocet spusténi, aby ¢asova slozitost algoritmu
byla poly(n) - 3"/? a pravdépodobnost chyby byla nejvyse 1/n. Mize se vam hodit nerovnost 1 + z < e®
(¢i spise ve formé 1 — z < e™%).

e Co kdybychom misto 3-SATu tesili obecny k-SAT pro k > 47 Jak to dopadne pii porovnani s naivnim
algoritmem?

3Pravdépodobnostni algoritmy jste asi uz potkali, ale zkrdcené: bude se jednat o algoritmus, ktery se bude moct v kazdém kroku
rozhodnout ndhodné z nékolika moznosti

4Technicky tuto tiidu definujeme na Turingovych strojich, kde mame read-only vstupni péasku, a druhou pracovni pasku. Do
prostorové slozitosti se ndm pocita jenom pracovni paska.

5Pozor, tézkost pro NL bereme vzhledem k redukci v logaritmickém prostoru!

6P#i ,konedeterminismu“ nehleddme jednoho svédka, diky kterému bychom mohli ovéfit FeSeni v logaritmickém prostoru, ale
naopak chceme, aby neexistoval svédek, ktery feseni v logaritmickém prostoru vyvraci. Hezky piiklad pro rozdil mezi NP a coNP
je rozdil mezi SAT a TAUT: v SATu dostaneme formuli, a mdme rozhodnout, jestli je splnitelnd — pak nam staci jako svédek jedno
splnujici ohodnoceni, které ukazuje splnitelnost. V' TAUT dostaneme formuli, a mame rozhodnout, zda se jedné o tautologii, tedy
vzdy splnénou formuli — pak mame snadno svédka, kdyz tato formule neni vzdy splnitelna: nespliiujici ohodnocend.



