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Samplováńı

Úloha 1 (Rychlé opáčko)

Necht’ n.v. X má distribučńı funkci F , hustotu f , středńı hodnotu µ a rozptyl σ2. Necht’ dále Y = aX + b (a

mějme a > 0).

a) Jakou středńı hodnotu a rozptyl má Y ?

b) Jakou distribučńı funkci a hustotu má Y ?

c) Pokud X ∼ N(0, 1), jak nastavit a a b, aby bylo Y ∼ N(α, β2)?

d) Jsou-li Φ a φ distribučńı funkce a hustota pro N(0, 1), jak vypadá distribučńı funkce a hustota pro

N(µ, σ2)?

Řešeńı a) E[Y ] = aE[X] + b, var(Y ) = a2var(X)

b) FY (y) = FX(y−b
a ), fY (y) =

1
afX(y−b

a )

c) b = α, a = β.

d) Minulé cviko - tabulka

Úloha 2 (Samplujeme)

Necht’ U ∼ U(0, 1). Jak vyrob́ıte za pomoci U náhodnou veličinu

a) s rozděleńım U(a, b)?

b) s rozděleńım Exp(λ)?

c) s Cauchyho rozděleńım?

d) s rozděleńım N(0, 1)?

(Použijte větu z přednášky.)

Řešeńı a) A = (b− a)U + a

b) B = − ln(1− U)⇝ P [B ≤ b] = P [− ln(1− U) ≤ b] = P [1− U ≥ e−b] = P [U ≤ 1− e−b] = 1− e−b

c) TODO

d) TODO

Spojité vektory

Úloha 3 (Prvńı setkáńı)

Necht’ X, Y maj́ı sdruženou hustotu fX,Y (x, y) = e−x−y pro x, y > 0 (a 0 jinak).

a) Určete marginálńı hustoty fX , fY .

b) Určete také distribučńı funkce FX , FY , FX,Y .

c) Jsou X, Y nezávislé?

d) Najděte P (X + Y ≤ 1) a P (X > Y ).

Řešeńı a) fX(x) =
∫∞
0

FX,Y (x, y)dy = e−x, stejně tak fY (y)

b) FX(x) = 1− e−x, FX,Y (x, y) = (1− ex)(1− ey)

c) Ano, součin fXfY je fX,Y
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d) Prvńı je dvojný integrál přes
∫ 1

0

∫ 1−x

0
e−x−ydydx = e−2

e , druhý je
∫∞
0

∫ x

0
e−x−ydydx = 1

2

Úloha 4 (Oslava)

Chystáte oslavu narozenin ve své obĺıbené restauraci a zvete všechny své př́ıbuzné (budete za ně platit). Množstv́ı

peněz, které všichni vaši hosté dohromady proj́ı a propij́ı (v tiśıćıch Kč) jsou náhodné veličiny X a Y . Ze

zkušenosti v́ıte, že vektor (X,Y ) má spojité rozděleńı charakterizované sdruženou hustotou

f(x, y) =

{
c(x+ y) pro 0 < x < 2, 0 < y < 2

0 jinak

a) Určete konstantu c > 0.

b) Jaké je rozděleńı částky, kterou zaplat́ıte jen za nápoje? Jaké je rozděleńı obnosu, který padne jen za

j́ıdlo? Jsou tyto dvě veličiny nezávislé.

c) Jaké je pravděpodobnost, že za pit́ı zaplat́ıte v́ıc než za j́ıdlo?

Řešeńı a)
∫ 2

0

∫ 2

0
(x+ y)dydx = 8⇝ c = 1/8

b) fX(x) = (x+1)/4 na [0, 2] a 0 jinak, pro y totéž symetricky. Jsou závislé, protože fX(x)fY (x) ̸= FX,Y (x, y).

c) P [X > Y ] =
∫ 2

0

∫ x

0
x+y
8 dydx = 1/2.

Úloha 5 (Náhodný bod)

Volme uniformně náhodně bod z p̊ulkruhu o poloměru 1, se středem v počátku a lež́ıćım v horńı polorovině. (Uni-

formně znamená, že pravděpodobnost každé podmnožiny je úměrná jej́ımu obsahu.) Označme X, Y souřadnice

zvoleného bodu.

a) Najděte sdruženou hustotu fX,Y .

b) Najděte marginálńı hustotu fY a spočtěte pomoćı ńı E(Y ).

c) Pro kontrolu spočtěte E(Y ) př́ımo (pomoćı pravidla LOTUS).

Řešeńı a) fX,Y (x, y) =

{
0 x2 + y2 > 1
2
π x2 + y2 ≤ 1

b) fY (y) =

0 y2 > 1
2·
√

1−y2

π y2 ≤ 1
, E[Y ] =

∫ 1

−1

2·y
√

1−y2

π dy = 0, prim. fce je −2(1−y2)3/2

3π

Úloha 6 (Buffonova jehla)

Na nekonečnou podlahu hod́ıme náhodně jehlu délky ℓ. Podlaha je z prken, jejich okraje tvoř́ı rovnoběžné

př́ımky ve vzdálenosti d. Určete pravděpodobnost, že jehla bude přesahovat okraj některého prkna.

Nápověda: Nakreslete obrázek a popǐste polohu jehly pomoćı dvou náhodných proměnných (posun a úhel).

Řešeńı

TODO

Bonusové úlohy

Úloha 7 (Maximum z uniformńıch)

Bud’ Y maximum z k uniformně náhodných č́ısel z intervalu [0, 1].

a) Najděte distribučńı funkci FY .

b) Odsud určete hustotu fY .

c) Spoč́ıtejte E(Y ).

d) Jak to vyjde pro minimum mı́sto maxima?

Řešeńı a) FY (x) = xk na intervalu [0, 1], 0 pro x ≤ 0, 1 pro x ≥ 1

b) 0 mimo [0, 1], na [0, 1] to je kxk−1

c)
∫ 1

0
kxkdx = k

k+1

d) FZ(x) = 1− (1− x)k, fZ(x) = k(1− x)k−1,E[Z] = 1
k+1 (opět na stenjých intervalech jako předt́ım)



Tahák

• Sdružené rozděleńı: FX,Y (x, y) =
∫ x

−∞
∫ y

−∞ fX,Y (s, t)dtds.

• Sdružená hustota: fX,Y (x, y) =
∂2

∂x∂yFX,Y (x, y).

• Marginálńı hustota: fX(x) =
∫ +∞
−∞ fX,Y (x, y)dy.

• Nezávislost: FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y) ⇐⇒ fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y).

• Dvojné integrály jde prohazovat (Fubiniho věta):∫
X

∫
Y

f(x, y)dydx =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dxdy.

Potřeba je, aby se nejednalo o
”
integrály typu ∞−∞“, neboli

∫
X

∫
Y
|f(x, y)| muśı být konečný.

• pro
”
rozumnou“ množinu A

P ((X,Y ) ∈ A) =

∫
A

fX,Y (x, y)dxdy.

• Cauchyho rozděleńı: FX(x) = 1
π arctanx+ 1

2 , nemá středńı hodnotu.
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Úloha 1 (Doprava)

Náhodná veličina X udává dobu, kterou stráv́ıte čekáńım na tramvaj na Malostranském náměst́ı (v minutách) a

náhodná veličina Y udává dobu, kterou následně stráv́ıte čekáńım na metro na Malostranské (také v minutách).

Ze zkušenosti v́ıme, že náhodný vektor (X,Y ) má spojité rozděleńı s hustotou

f(x, y) =

{
1
2e

−x−y/2 pro x > 0, y > 0,

0 jinak.

a) Jaké je rozděleńı jednotlivých dob čekáńı (na tramvaj a na metro zvlášt’)?

b) Jsou doby strávené čekáńım na tramvaj a na metro nezávislé?

c) S jakou pravděpodobnost́ı je doba čekáńı na tramvaj deľśı než doba čekáńı na metro?
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