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Exponenciálńı a normálńı rozděleńı

Úloha 1 (Obliviate)

Ř́ıkáme, že náhodná veličina X (resp. jej́ı rozděleńı) nemá pamět’, pokud

P (X > s+ t|X ≥ s) = P (X > t)

pro s, t ≥ 0. Jinými slovy, doba, kterou jsme již čekali, nemá vliv na dobu, kterou budeme ještě čekat. Už jsme

viděli, že geometrické rozděleńı nemá pamět’. Ukažte, že ani exponenciálńı rozděleńı nemá pamět’. Plat́ı dokonce,

že je to jediné spojité rozděleńı na kladných č́ısel bez paměti (a geometrické je jediné diskrétńı bez paměti), ale

to dokazovat nemuśıte.

Řešeńı

P (X > s+ t|X ≥ s) = [X≥s+t∧X≥s]
P [X≥s = 1−(1−e−λ(s+t))

1−(1−e−λs)
= e−λt = 1− (1− e−λt) = P [X > t]

Úloha 2 (Minimum z exponenciálńıch n.v.)

Necht’ Xi ∼ Exp(λi) pro i = 1, . . . , n jsou nezávislé náhodné veličiny. Označme M = min(X1, . . . , Xn). Ukažte,

že M ∼ Exp(λ1 + · · ·+ λn).

Řešeńı

P [M > t] =
∏n

i=1 P [Xi > t] =
∏n

i=1 e
−λit = et·

∑n
i=1 λi

Úloha 3 (Pravidlo tř́ı sigma)

Necht’ Z ∼ N(0, 1). Pomoćı tabulky funkce Φ ověřte pravidlo 3σ, neboli spočtěte

• P (|Z| ≤ 1)

• P (|Z| ≤ 2)

• P (|Z| ≤ 3)

Přepǐste, co to znamená pro n.v. X ∼ N(µ, σ2).

Řešeńı

TODO

Úloha 4 (Sněž́ı)

Budeme modelovat množstv́ı sněhu, který bude na Silvestra v lyžarském areálu Ještěd, pomoćı normálńıho

rozděleńı se středńı hodnotou 40 (centimetr̊u) a směrodatnou odchylkou 10.

• Jaká je pravděpodobnost, že nám model urč́ı zápornou hodnotu sněhové pokrývky?

• Jaká je pravděpodobnost, že sněhu napadne 50–70 cm?

Řešeńı

Prvńı část: X ∼ U(40, 100)⇝ P (X < 0) = P (X ≤ 0) = Φ( 0−40
10 ) = Φ(−4) = 0.00003

Druhá část: P (50 ≤ X ≤ 70) = Φ( 70−40
10 )− Φ( 50−40

10 ) = Φ(3)− Φ(1) = 0.15730s

Práce s distribučńı funkćı

Úloha 5 (Křup)

Metrový klacek rozlomı́me na dva kusy lomem v uniformně náhodném bodě. Bud’ X délka deľśı části. Jaké

rozděleńı má X a jakou středńı hodnotu?

Řešeńı

Uniformńı na intervalu [0.5, 1] – středńı hodnota je 0.75.
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Úloha 6 (Algoritmus ze dvou algoritmů)

Pro jistý problém máme k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spoč́ıvá v tom, že si náhodně vybereme,

který z algoritmů A, B spust́ıme – A bude mı́t pravděpodobnost p, B pravděpodobnost 1 − p. Dobu běhu A,

B, C chápeme jako náhodné veličiny, označ́ıme je X, Y , Z.

(Čas na výběr algoritmu v Z poč́ıtat pro jednoduchost nemuśıte.)

a) Vyjádřete E(Z) pomoćı E(X) a E(Y ).

b) Určete FZ pomoćı FX , FY .

c) Pokud jsou X, Y spojité, určete fZ pomoćı fX , fY .

Řešeńı

Středńı hodnota je vážená

FZ(x) = pFX(x) + (1− p)FY (x)

fZ = pfX + (1− p)fY

Bonusové úlohy

K procvičeńı

Úloha 7 (HDD)

Středńı doba života harddisku je 4 roky. Přepokládejme, že tato doba je popsána náhodnou veličinou s expo-

nenciálńım rozděleńım.

(To neńı realistický předpoklad, viz např. https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/.)

a) Jaká je pravděpodobnost, že disk selže během prvńıch tř́ı let?

b) Jaká je pravděpodobnost, že vydrž́ı alespoň 10 let?

c) Po jaké době se rozbije 10 % disk̊u?

Řešeńı

TODO

Úloha 8 (Minimum z uniformńıch n.v.)

Bud’ Y minimum z k uniformně náhodných č́ısel z intervalu [0, 1]. Spočtete E(Y ).

Řešeńı

TODO

Tahák
rozděleńı F (x) f(x) E var

Exp(λ) 1− e−λx λe−λx 1/λ 1/λ2

N(0, 1) Φ(x) φ(x) = 1√
2π

e−x2/2 0 1

N(µ, σ2) Φ(x−µ
σ ) 1

σ · φ(x−µ
σ ) µ σ2

x −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

Φ(x) 0.00003 0.00135 0.02275 0.15866 0.500000 0.84135 0.97725 0.99865 0.99997
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Úloha 1 (Zkouška)

Doba trváńı ústńı zkoušky má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 20 minut. Přihlášeni jsou dva stu-

denti, Adam na 10:00, Blanka na 10:20. Pokud se zkoušeńı Adama protáhne, zkoušeńı Blanky začne až bude

Adam hotový, jinak začne přesně v 10:20.
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a) Jaká je pravděpodobnost, že když Blanka přijde, bude Adam už vyzkoušený?

b) Jaká je středńı hodnota času, po který bude muset Blanka čekat na dozkoušeńı Adama, pokud při jej́ım

př́ıchodu ještě Adam nebyl vyzkoušený?

c) Jaká je středńı hodnota času, kdy bude Blanka vyzkoušená?

Úloha 2 (Skok daleký)

Frantovi jsme ve skoku do dálky naměřili 9 metr̊u, což překonává světový rekord o 5 cm. Při měřeńı jsme se

ovšem dopustili chyby s rozděleńım N(0, 0.01) (v metrech). Jaká je pravděpodobnost, že byl rekord skutečně

překonán?


