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Distribuc¢ni funkce a hustota
Uloha 1 (Pravdépodobnosti z distribuce)
Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X s distribuéni funkci F' vyjadiete:

a) P(X € (0,1]) b) P(X > 0) c) P(X <0) d) P(X €10,1])

Bonus: co kdyby X nebyla spojita? Co by se zménilo?

Reseni a) F(1)— F(0)
b) 1 — F(0)
¢) lim,_,o- F(x) = F(1) — F(0) + P[X = 0] (F(0) pro spojitou)
d) F(1) —lim, ,o- F(x) (F(1) — F(0) pro spojitou)

Uloha 2 (A ted pro hustoty)
Vyfeste predchozi ptiklad pro hustotu f misto distribuéni funkce.

ResSeni a) fol f(z)dx

b) [5° f(z)da

¢) lim, ,o- [ f(t)dt (bez limity do nuly pro spojitou)
fo )z -7
Uloha 3 (Distribuce z distribuce)
Necht X je spojitéd nahodna veli¢ina. Vyjddiete pomoci Fx distribuéni funkei nahodnych veli¢in

a) —X b) X+ = max(0,X) ¢) X~ = —min(X,0) d) | X|=Xt+X"

Reseni a) F_x(t)=1— Fx(t)

{Fx(t) prot >0

b) Fx+(t) =
) Fxr (0) 0 prot <0

0 prot <0
d) Fx(t) — Fx(-t)

Uloha 4 (Integrély jsou zde)
Bud X ndhodn4 veli¢ina s hustotou fx(t) = 1/t? prot > 1 a fx(t) = 0 jinak.

c) Fx-(t) = {1_FX(—ﬁ) prot >0

a) Ovéite, ze se jedna o hustotu.

b) Uréete E(X).

d) Bud Y = 1/X. Jaka je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny Y?

)
)
c¢) Spoctéte distribuéni funkei, Fx.
)
e)

Urcete hustotu nahodné veli¢iny Y. Pojmenujte jeji rozdéleni.

Reseni a) [[71/2dt=[2]F=0-(-1)=1

b) E(X) = f°°t-1/t2dt:[1nt]<f°:oo.

c) F = [ 1/t?dt = [FL]f =1— L pro z > 1 a 0 jinak.

d) Fy(y)=1-Fx(1/y)=1-(1-y)=yproy€ (0,1), L proy>1a0proy<0.
) Y ~U(0,1) ~ fy(t) =0 pro t & [0,1], fy(t) =1 pro t € [0,1].
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Modelovani pomoci nahodnych veli¢in

Uloha 5 (Pan Tau se vraci)
Pan Tau se chce podivat do Prahy a v uniformné nadhodny ¢as se zhmotni{ na Staroméstském namésti. Kazdou
celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 figur apostoli.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze pan Tau uvidi apostoly, aniz by ¢ekal déle nez 15 minut?
b) Co kdyz se pan Tau dostane na Staroméstské ndmést{ v uniformné ndhodném ¢éase po poledni, tj. 12:00-
24:007
Reseni a) 3.75/24 = 5/32 = 0.15625
b) 2.75/12 = 11/48 = 0.22916
Uloha 6 (Krychlicky)

Hrana krychle md ndhodnou délku X s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0,a],a > 0. Urcete stfedn{
hodnotu a rozptyl objemu krychle.

Reseni

E[X°] = [y 3t = 3515 =

3

4=, analogicky E[X°] = “—76, pak var(X) = & — o — 9a

7 16 112
Uloha 7 (Cekdme na posté)
Ptredpokladejme, ze u postovni prepazky trva vyiizeni jednoho zdkaznika ¢as, ktery mé exponencidlni rozdéleni
a stfedni hodnotu 4 minuty.
a) Jaky je parametr A, jakd je distribu¢ni funkce?
b) Jakd je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

¢) Jakd je pravdépodobnost, ze budeme ¢éekat néco mezi 3 a 5 minutami?
Reseni a) \=1/4

b) 1-(1-1/e)=1/e

¢) 1— (e %% —(1—e3/*) =¢34 —e5/*~0.185

Bonusové tlohy

K procviceni

Uloha 8 (Cekéme na nadrazi)

Doba stravend ¢ekdnim na pifjezd vlaku (v minutéch) je ndhodnd velic¢ina s hustotou:
ce™ /3 pro z > 0,
flz) =
0 pro z < 0.
Urcete konstantu ¢ > 0 aby f byla hustota.
Urcete distribuéni funkci F' a nacrtnéte ji.

)
)
c¢) Jakd je pravdépodobnost, Ze na vlak budeme ¢ekat déle nez 5 minut?
) Jakd je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat mezi dvéma a péti minutami?
)

Béhem ¢ekani na vlak si projizdite internet na mobilu, pficemz vam za to operator uctuje pripojovaci
poplatek 5 K¢, a pak spojitou sazbu 3 K¢/min. Ndhodnd velicina Y uddvé, kolik penéz takto utratite.
Urcete rozdéleni Y a spoctéte, s jakou pravdépodobnosti utratite behem ¢ekéani na vlak vice nez 35 korun.

Reseni

TODO

Uloha 9 (Trénink poéitan)

Necht Fx je dédna predpisem Fx(z) = z/3 pro z € [0,3], Fx(z) =0 pro z < 0 a Fx(z) =1 pro « > 3. Necht
Y =1/X a Z = X?. Spoctéte



a) P(1 <X <2), d) hustotni funkei fx,

¢) P(X <2), e) distribu¢n{ funkce Fy a Fy.

Reseni

TODO

Uloha 10 (Fyzika)

Plutonium-238 ma polocas premény 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencidlniho rozdéleni:

pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne, povazovat za nezavislou ndhodnou veli¢inu s rozdélenim
Exp(\).

a
b

Jaké je A7
Jaka je stfedni doba zivota atomu plutonia-2387

¢) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?

)
)
)
d) Kolik procent atomu se rozpadne po 50 letech? (Nékteré kardiostimuldtory pouzivaji/pouzivaly plutonium-
238 jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

Reseni
TODO

Tahak

e Distribuéni funkce F'x je definovéna vztahem Fx (z) = P(X < z).

V nékterych pifpadech je Fx (z) = [*_ fx(t)dt pro vhodnou nezépornou funkei fx (hustotu X); takovym
n.v. se iiké spojité. Pak plati:

e P(X € A)= [, fx(t)dt.
Pritom [, f(t)dt definujeme jako fjoo

- XA(t)f(t)dt, kde x4 je charakteristicka funkce mnoziny (1 uvnitf,
0 venku).

o E(X) = [t fx(t)dt a obecngji (spojité pravidlo naivniho statistika):

E(g(X)) = / oft) Fx()at.

e Stejné jako pro diskrétn{ n.v. je var(X) = E(X?) — (E(X))%
o Uniformni rozdéleni: X ~ Ul(a,b), fx(t) =1/(b—a) pro t € [a,b], jinde 0.

e Ezponencidlni rozdéleni: X ~ Exp(\), Fx(t) =1 —e > pro t > 0, jinde 0
(doba ¢ekani na prvni ¢ernou kocku; spojita analogie geometrického rozdéleni).
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