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Distribučńı funkce a hustota

Úloha 1 (Pravděpodobnosti z distribuce)

Pro spojitou náhodnou veličinu X s distribučńı funkci F vyjádřete:

a) P (X ∈ (0, 1]) b) P (X > 0) c) P (X < 0) d) P (X ∈ [0, 1])

Bonus: co kdyby X nebyla spojitá? Co by se změnilo?

Řešeńı a) F (1)− F (0)

b) 1− F (0)

c) limx→0− F (x) = F (1)− F (0) + P [X = 0] (F (0) pro spojitou)

d) F (1)− limx→0− F (x) (F (1)− F (0) pro spojitou)

Úloha 2 (A ted’ pro hustoty)

Vyřešte předchoźı př́ıklad pro hustotu f mı́sto distribučńı funkce.

Řešeńı a)
∫ 1

0
f(x)dx

b)
∫∞
0

f(x)dx

c) limx→0−
∫ x

−∞ f(t)dt (bez limity do nuly pro spojitou)

d)
∫ 1

0
f(x)dx - ?

Úloha 3 (Distribuce z distribuce)

Necht’ X je spojitá náhodná veličina. Vyjádřete pomoćı FX distribučńı funkci náhodných veličin

a) −X b) X+ = max(0, X) c) X− = −min(X, 0) d) |X| = X+ +X−

Řešeńı a) F−X(t) = 1− FX(t)

b) FX+(t) =

{
FX(t) pro t ≥ 0

0 pro t < 0

c) FX−(t) =

{
1− FX(−t) pro t ≥ 0

0 pro t < 0

d) FX(t)− FX(−t)

Úloha 4 (Integrály jsou zde)

Bud’ X náhodná veličina s hustotou fX(t) = 1/t2 pro t ≥ 1 a fX(t) = 0 jinak.

a) Ověřte, že se jedná o hustotu.

b) Určete E(X).

c) Spočtěte distribučńı funkci, FX .

d) Bud’ Y = 1/X. Jaká je distribučńı funkce náhodné veličiny Y ?

e) Určete hustotu náhodné veličiny Y . Pojmenujte jej́ı rozděleńı.

Řešeńı a)
∫∞
1

1/t2dt = [−1
t ]∞1 = 0− (−1) = 1

b) E(X) =
∫∞
1

t · 1/t2dt = [ln t]∞1 = ∞.

c) FX(x) =
∫ x

1
1/t2dt = [−1

t ]x1 = 1− 1
x pro x ≥ 1 a 0 jinak.

d) FY (y) = 1− FX(1/y) = 1− (1− y) = y pro y ∈ (0, 1), 1 pro y ≥ 1 a 0 pro y ≤ 0.

e) Y ∼ U(0, 1)⇝ fY (t) = 0 pro t ̸∈ [0, 1], fY (t) = 1 pro t ∈ [0, 1].
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Modelováńı pomoćı náhodných veličin

Úloha 5 (Pan Tau se vraćı)

Pan Tau se chce pod́ıvat do Prahy a v uniformně náhodný čas se zhmotńı na Staroměstském náměst́ı. Každou

celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 figur apoštol̊u.

a) Jaká je pravděpodobnost, že pan Tau uvid́ı apoštoly, aniž by čekal déle než 15 minut?

b) Co když se pan Tau dostane na Staroměstské náměst́ı v uniformně náhodném čase po poledni, tj. 12:00–

24:00?

Řešeńı a) 3.75/24 = 5/32 = 0.15625

b) 2.75/12 = 11/48 = 0.22916

Úloha 6 (Krychličky)

Hrana krychle má náhodnou délku X s rovnoměrným rozděleńım na intervalu [0, a], a > 0. Určete středńı

hodnotu a rozptyl objemu krychle.

Řešeńı

E[X3] =
∫ a

0
t3 1

adt =
1
a [

t4

4 ]
a
0 = a3

4 , analogicky E[X6] = a6

7 , pak var(X) = a6

7 − a6

16 = 9a6

112 .

Úloha 7 (Čekáme na poště)

Předpokládejme, že u poštovńı přepážky trvá vyř́ızeńı jednoho zákazńıka čas, který má exponenciálńı rozděleńı

a středńı hodnotu 4 minuty.

a) Jaký je parametr λ, jaká je distribučńı funkce?

b) Jaká je pravděpodobnost, že budeme čekat v́ıce než 4 minuty?

c) Jaká je pravděpodobnost, že budeme čekat něco mezi 3 a 5 minutami?

Řešeńı a) λ = 1/4

b) 1− (1− 1/e) = 1/e

c) 1− (e−5/4)− (1− e−3/4) = e−3/4 − e−5/4 ≈ 0.185

Bonusové úlohy

K procvičeńı

Úloha 8 (Čekáme na nádraž́ı)

Doba strávená čekáńım na př́ıjezd vlaku (v minutách) je náhodná veličina s hustotou:

f(x) =

{
ce−x/3 pro x ≥ 0,

0 pro x < 0.

a) Určete konstantu c > 0 aby f byla hustota.

b) Určete distribučńı funkci F a načrtněte ji.

c) Jaká je pravděpodobnost, že na vlak budeme čekat déle než 5 minut?

d) Jaká je pravděpodobnost, že budeme čekat mezi dvěma a pěti minutami?

e) Během čekáńı na vlak si proj́ıžd́ıte internet na mobilu, přičemž vám za to operátor účtuje připojovaćı

poplatek 5 Kč, a pak spojitou sazbu 3 Kč/min. Náhodná veličina Y udává, kolik peněz takto utrat́ıte.

Určete rozděleńı Y a spočtěte, s jakou pravděpodobnost́ı utrat́ıte během čekáńı na vlak v́ıce než 35 korun.

Řešeńı

TODO

Úloha 9 (Trénink poč́ıtáńı)

Necht’ FX je dána předpisem FX(x) = x/3 pro x ∈ [0, 3], FX(x) = 0 pro x < 0 a FX(x) = 1 pro x > 3. Necht’

Y = 1/X a Z = X2. Spočtěte



a) P (1 ≤ X ≤ 2),

b) P (X ≤ Y ),

c) P (X ≤ Z),

d) hustotńı funkci fX ,

e) distribučńı funkce FY a FZ .

Řešeńı

TODO

Úloha 10 (Fyzika)

Plutonium-238 má poločas přeměny 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoćı exponenciálńıho rozděleńı:

pro každý atom budeme čas, za který se rozpadne, považovat za nezávislou náhodnou veličinu s rozděleńım

Exp(λ).

a) Jaké je λ?

b) Jaká je středńı doba života atomu plutonia-238?

c) Po jaké době se rozpadne 90 % atomů?

d) Kolik procent atomů se rozpadne po 50 letech? (Některé kardiostimulátory použ́ıvaj́ı/použ́ıvaly plutonium-

238 jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

Řešeńı

TODO

Tahák

• Distribučńı funkce FX je definována vztahem FX(x) = P (X ≤ x).

V některých př́ıpadech je FX(x) =
∫ x

−∞ fX(t)dt pro vhodnou nezápornou funkci fX (hustotu X); takovým

n.v. se ř́ıká spojité. Pak plat́ı:

• P (X ∈ A) =
∫
A
fX(t)dt.

Přitom
∫
A
f(t)dt definujeme jako

∫ +∞
−∞ χA(t)f(t)dt, kde χA je charakteristická funkce množiny (1 uvnitř,

0 venku).

• E(X) =
∫∞
−∞ t fX(t)dt a obecněji (spojité pravidlo naivńıho statistika):

E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(t) fX(t)dt.

• Stejně jako pro diskrétńı n.v. je var(X) = E(X2)− (E(X))2.

• Uniformńı rozděleńı: X ∼ U(a, b), fX(t) = 1/(b− a) pro t ∈ [a, b], jinde 0.

• Exponenciálńı rozděleńı: X ∼ Exp(λ), FX(t) = 1− e−λt pro t ≥ 0, jinde 0

(doba čekáńı na prvńı černou kočku; spojitá analogie geometrického rozděleńı).
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