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Nahodné veliciny
Uloha 1 (Narozeninové party)

Jste ve skupiné s daldfmi 500 lidmi. Nechf X je pocet lidf, ktef{ maji stejné narozeniny jako vy. (Narozeniny
jednotlivych lid{ jsou nezdvislé rovnomérné ndhodné. Lidé narozeni 29. inora maji vstup zakdzdn :) )

a) Spocitejte P[X = 1], tedy px(1).
b) Jaké je rozdélen{ veliciny X7
¢) Kolik je E(X)?

d) Aproximujte px (1) pomoci Poissonova rozdéleni.

Uloha 2 (Pét klicn)
Na krouzku mame pét klict, jeden z nich je spravny, ale my nevime jaky. ZkouSime oteviit dvefe, X ik,
kolikatym pokusem se ndm to povede. Jaké rozdéleni ma X a kolik je E(X)?

a) Po kazdém pokusu se ndm krouzek vysmekne, a vybirdme vzdy znovu ndhodné.
b) Vybirdme v ndhodném pofadi, ale kazdy kli¢ jenom jednou (muzeme si je poznacit).
¢) Jak se vysledek zméni, pokud jsou spravné 2 klice z 10?

Uloha 3 (Budme uniformni)
Necht X je uniformné ndhodnd mocnina dvojky z {2¢,29%1, ..., 2°}. Vyjadiete X pomoci uniformniho rozdéleni
na mnoziné {a,a +1,...,b}. Uréete E(X) a var(X).

Nahodné vektory

Uloha 4 (Mél s sebou jen balicek karet)

Ze standardniho balicku s 52 kartami vytdhneme dvé karty. Ozna¢ime X pocet vytazenych es, Y pocet kréla
(v balicku jsou Ctyfi esa a ¢tyfi krdlové). Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px y a také margindlni
pravdépodobnostni funkce px, py.

Uloha 5 (max(3d4))

Oznacme X7, Xo, X3 vysledky ti{ nezdvislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s ¢isly 1, ..., 4).
a) Jakd je pravdépodobnostni funkce X = X7

b) Jaké je pravdépodobnostni funkce ¥ = max (X7, X5)?

c¢) Jaké je pravdépodobnostni funkce Z = max (X7, X, X3)7

d) O kolik se zvysi stfedni hodnota tim, ze muzeme hézet tiikrdt? Neboli o kolik je vyssi E(Z) nez E(X)?

Népovéda: Urcete napied P(Y < k), P(Z < k).

Uloha 6 (Pocitéme hody kostkou)

Na kostce padne ¢islo i s pravdépodobnosti p; pro ¢ = 1,...,6. Hodime n-krat a oznac¢ime X; pocet hodu, kdy
padlo 3.
a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostn{ funkei pro n.v. Xy, ..., X,.

b) Jaké je margindlni rozdélent, tj. rozdélen{ jednotlivych n.v. X;?

Uloha 7 (Souéet Poisson)
Necht X ~ Pois()\) a Y ~ Pois(1) jsou nezdvislé ndhodné veliciny. Dokaizte, Ze X + Y ~ Pois(A + ).

Bonusové ulohy
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K procviceni

Uloha 8 (Pohled do budoucnosti)

Uvazme skupinu m manzelskych paru (tj. celkem 2m osob). Pfedpoklddejme, ze po deseti letech bude kazdy z
téch 2m lidi stale nazivu s pravdépodobnosti p, nezavisle na ostatnich. Moznosti rozvodu apod. neuvazujeme,
tj. pary jsou neménné.

Oznatme L mnozinu lid{, ktef{ budou po deseti letech nazivu a A jejich pocet (tj. A = |L|). Ddle bud B pocet
paru, kde budou nazivu oba; tj. A, B jsou ndhodné velic¢iny spliiujici 0 < A < 2m a 0 < B < m. Pro kazdé
a=0,...,2m chceme spocitat E(B|A = a).

a) Uvézime jednoho konkrétniho ¢lovéka. Jakd je pravdépodobnost, ze bude po deseti letech nazivu, pokud
vime, ze A = a? Jinymi slovy, pokud ten ¢lovek je z, jakd je P(x € L|A = a)?

b) Uvdzime jeden konkrétni manzelsky pédr. Jakd je pravdépodobnost, ze budou oba nazivu, pokud vime, ze
A=a?

c¢) Vyjadiete B jako soucet m vhodnych indikdtorovych n.v.
d) Spocitejte E(B|A = a). (Hint: Linearita stfedni hodnoty plati i pro podminénou stfedni hodnotu.)

e) Jaké je rozdéleni n.v. A? (Bud ho pojmenujte, nebo napiste pravdépodobnostni funkei, tj. urcete P(A =
a).)

f) Pro zvolenou a-prvkovou mnozinu lid{ M: jakd je pravdépodobnost, Ze je to piesné mnozina piezivsich?
Neboli kolik je P(L = M)? A kolik P(L = M|A = a)?

g) Pro m =10 a a = 4 ovéite vysledek samplovédnim v libovolném programovacim jazyce.

Tahak

o Sdruzend pravdépodobnostni funkce nahodného vektoru (X,Y') je definovéna vztahem px y (z,y) = P(X =
zANY =y).

e Piipomerite si, jak z ni zjistit ,jednorozmérné funkce“ px, py neboli margindlni rozdéleni — piedstavujte
si je na okrajich tabulky sdruzeného rozdéleni.

e Poissonovo rozdéleni: X ~ Pois(\): px (k) = e - M /k!l E(X) = A

e Konvoluéni vzorec pro X, Y nezdvislé: P[X +Y = z] = > PX=zx] -Pr[Y =z—2].
z€Supp(X)
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Uloha 1 (Suplik)
V Supliku je 6 ponozek: 2 bilé, 2 ¢erné a 2 oranzové. Potmé ndhodné vytdhneme ze Supliku 3 ponozky. Ozna¢me
jako X pocet vytahnutych bilych ponozek a jako Y pocet vytazenych oranzovych ponozek.

a) Napiste tabulku rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y") a urcete s jakou pravdépodobnosti jsou mezi tfemi
vytazenymi ponozkami alespon dvé stejné.

b) Jsou X a Y nezavislé?
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