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Na zahrati

Uloha 1 (Néhodny fez)

Mgjme neorientovany graf G = (V) E). Vybereme ndhodné podmnozinu vrcholu V/ C V tak, ze pro kazdy vrchol
si nezdvisle hodime (spravedlivou) minci, zda ho ddme do V’. Jaké je stfedn{ hodnota poc¢tu hran, které vedou
mezi V' a V\V'?

Uloha 2 (T#i kostky)

Hodime tfemi Sestisténnymi kostkami a vysledek precteme jako tiiciferné ¢islo (kostky jsou odlisitelné, a pFedem
vime, Ze napt. zlutd kostka bude na pozici stovek, ¢ervend na pozici desitek a modrd na pozici jednotek). Jakd
je jeho stfedni hodnota?

Uloha 3 (Dvé kostky)
Hodime dvéma kostkami a vysledek precteme jako dvojciferné ¢islo, pricemz kostku s vétsi hodnotou pouzijeme
pro iad desitek. Jak4 je ted stiedni hodnota?

Zachazeni se stiredni hodnotou a rozptylem

Uloha 4 (Rozptyl a jeho (ne)linearita)
Necht X, Y jsou diskrétni ndhodné veli¢iny a o € R.

a) Ukazte, ze var(X + a) = var(X).
b) Vyjadiete var(aX) pomoci var(X).

c¢) Ukazte, ze var(X +Y) = var(X) + var(Y), pokud X, Y jsou nezdvislé.

Podminéna stredni hodnota

Uloha 5 (Testujeme)

V testu je 20 otézek s volbami {a, b, ¢,d}, vzdy je spravnd pravé jedna odpovéd'. Za spravnou odpovéd dostanete
1 bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otdzku nula. Kazdd otdzka je s pravdépodobnosti p jednou
z téch, co se Kvido nauéil, a tedy zné spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd neznd, vi o tom a muze se
rozhodnout, zda tipovat.

a) Jakd je stfedni hodnota poc¢tu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom na otdzky, u kterych
zné odpoved'?

b) A co kdyZz bude tipovat, kdyZ nezn4 spravnou odpovéd’?
¢) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢dstech a, b stejné?

Uloha 6 (Clovéce, nezlob se)
Hazime béznou kostkou, pii Sestce hazime znovu, a to i opakované. Spocitejte stfedni hodnotu souctu vsech
hozenych ¢isel (nemusite ruéné vycislovat).

Uloha 7 (Nezavislost jevii a indikétort)
Ukazte, ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé jejich indikdtorové velic¢iny.

Bonusové ulohy

Uloha 8 (Velky lov)
Velky hon: n myslivea se snazi ulovit n lisek. Mif{ ndhodné: kazdy myslivec strefi rovnomérné ndhodné vybranou
lisku. Spocitejte stredni pocet lisek, které hon preziji (nikdo je netrefil).

Uloha 9 (Poéty levych maxim)

Méjme ndhodnou permutaci 7 na mnoziné {1,...,n}. Prvek i je levym maximem, pokud 7(j) < (i) pro vSechna
J < @ (tj. vSechny hodnoty nalevo jsou mensi). Jakd je stfedni hodnota poctu levych maxim? Analogie: ruzné
vysoci lidé stoji ve fronté, kolik z nich vidi na zacatek fronty?
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Uloha 10 (Indikétory a PIE)
Pripomeiite si definici indikatorové nahodné velic¢iny I4.

a) Nechf A= A; UAyU---UA,. Ovéfte rovnost
1— Iy =[]0 - La,).
i=1

b) Rozndsobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip inkluze a exkluze.

Uloha 11 (Stfedni hodnota a rozptyl podruhé)
Dokazte:

a) Pokud E(X?) =0, tak P(X =0) = 1.

b) Predpoklddejme, ze var(X) = 0, ddle ze E(X) existuje a je koneén4.
Pak X = E(X) skoro jisté, neboli P[X =E(X)] = 1.

Uloha 12 (Nezavislost pro jevy < k)
Ukazte, ze pro diskrétni nezdvislé n.v. X, Y plati

PX<zAY <y|=P[X <z]-PlY <yl

Pro jednoduchost muzete predpoklddat, ze Supp(X) = Supp(Y) = {1,2,...,n} pro néjaké n.

Tahak
o Stredni hodnota veliciny X: E(X) =>",t- P(X =t).
e Linearita stiedni hodnoty: E(X +Y) =E(X) +E(Y), E(aX) = aE(X).
e Podminénd stiedni hodnota veliciny X za podminky jevu B: E(X|B) = ,t- P(X =t|B).
e Rozbor pripadu: E(X) = E(X|A) - P(A) + E(X|A®) - P(A°).
o LOTUS (pravidlo naivniho statistika): E(g(X)) = >, 9(a) - P(X = a).

e Indikdtorovd ndhodnd velicina I4 jevu A nabyva hodnot 0 a 1, pficemz I4 = 1 < A nastane. Plati, ze
E(14) = P(A).

e Rozptyl var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — (E(X))?.
e Veliciny X a Y jsou nezdvislé & P(X =aANY =b)=P(X =a)- P(Y =b).

e Pro X, Y nezdvislé plati E(XY) = E(X)E(Y).

Domaéci kol 5
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Uloha 1 (Vyzkum)

Na prednésce ,,Jak vystudovat matfyz“ se prednasejici ponékud oddalil od tématu, protoze zacal mluvit o poctu
gumovacich per, které prumérny student béhem studia potiebuje. Zaroven prohlasil, ze empiricky se zd4, ze tento
pocet lze modelovat ndhodnou veli¢inou X, kterd mimo jiné splituje E[X] = 5, E[X?] = 20. V ten okamzik jste
jako studenti obeznameni s pravdépodobnosti a statistikou zbysttili — co je na jeho tvrzeni podezielé?
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