4. cviceni

Pravdépodobnost a statistika 1, 8. 3. 2023 https://iuuk.mff.cuni.cz/~chmel/2223/past/

Nahodné veliciny a distribuce

Uloha 1 (Kters je tohle distribuce?)

Uvazme m + n hodu spravedlivou Sestisténnou kostkou. Ozna¢me X pocet Sestek z prvnich m hodu, Y pocet
Sestek z poslednich n hodu. Jakd je distribuce X, Y a X + Y7

Reseni

Po fadé Bin(m,1/6), Bin(n,1/6), Bin(m + n,1/6).

Uloha 2 (Zévislost a nezavislost)

Necht X = X +---+ X, kde pro kazdé i je X; ~ Bern(p). Ukaite, 7e pokud jsou veliciny X1, ..., X,, nezavislé,
tak X ~ Bin(n,p) (definice nezdvislych veli¢in je na druhé strance).

Ukazte na piikladu, ze pokud omezeni na nezavislost neuvedeme (tj. chceme jen X; ~ Bern(p)), tak X muze
mit i jiné rozdéleni.

Reseni

Prvni ¢ast je zjevna.

Druh4 ¢ést: méjme vSechna X; stejnd (tj. Vi, j : X; = Xj), pak X ~ n - Bern(p).

Uloha 3 (Odpoved zni: Jigglypuff, pohled shora)

Na kos nezavisle hézi n hracu basketbalu. Pfi kazdém hodu mé kazdy z nich pravdépodobnost p, ze se

trefi, nezévisle na ostatnich. Ozna¢me X,; potfadi hodu, kterym se i-ty hra¢ poprvé trefi. Oznacme déle X =
min(Xy, ..., X,). Rozmyslete si:

1. Jakd je distribuce X, Xo, ...7

2. Jsou veliciny X1, Xo, ... nezavislé?

3. Jakd je distribuce X? (Pro zacdtek se muze hodit zacit s n = 2.)
Reseni 1. Geom(p)

2. Ano (vlastné ze zadéni).

3. X ~ Geom(1l — (1 —p)™).

Uloha 4 (Stiedni hodnota uniformniho rozdélent)

Necht ndhodnd velicina X md uniformn{ rozdéleni na mnoziné {a,a + 1,a + 2,...,b} (pro celd &isla a < b).
Urcete E[X].
Reseni
I ¢ _ (atb)(bzatl) _ atb
EX]=2—a “b—at+l — " 2:(b—atl) %

Pocitaci cast

Uloha 5 (Obéma sméry do kopce)

Filip m4 skolu 2 km daleko od domu. Kdyz prsi (pravdépodobnost 0.6), tak jde pésky rychlosti 5 km/h. Jinak
jede na kole rychlost{ 10 km/h.

Jakd je prumérnd rychlost, kterou cestuje do Skoly? Jaky je prumérny c¢as, ktery cesta trva?

Reseni

Rychlost: 0.6 -5+ 0.4-10 =7 km/h

Cas: 0.6-0.440.4-0.2=0.32h

Uloha 6 (Dvakrat vic nebo nic)

V televizni soutézi si icastnik muze vybrat dvé otdzky. U prvni z nich odhaduje, Zze spravné odpovi s pravdé-
podobnost{ 0.8 (a dostane za to 1000K¢). U druhé otdzky je jeho pravdépodobnost tspéchu jen 0.5, zato za
spravnou odpovéd dostane 2000 Ké. Po §patné odpovédi hra konéi, po spravné muze zkusit druhou otdzku (a
odménu za uz spravné odpovézenou otdzku mu pii Spatné odpovézené dals{ nepropadne).
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1. Jaka je stfedni hodnota vyhry, pokud za¢ne prvni otédzkou?
2. Jaka je sttedni hodnota vyhry, pokud zacne druhou otazkou?

3. Bonus: pokud jsou pravdépodobnosti ispéchu pi, p2 a odmény mq, me, jak se méa soutézici rozhodnout?

Reseni 1. 0.8-0.5-3000+ 0.8-0.5-1000 = 1600
2. 0.8-0.5-3000+ 0.2 -0.5-2000 = 1400

3. Zagit s prvni: p1(pa- (m1+ms)+(1—p2)mq), zaéit s druhou: pa(py - (my +m2)+ (1 —p1)ms) — po upravach
(1=p1)p2

je vyhodnéjsi zacit s druhou otdzkou, pokud my > ms - pil—pa)”

Uloha 7 (Hra v Sankt Petérburgu)
Hézime opakované minci. Pokud poprvé padla panna v n-tém hodu, dostaneme odménu 2™ rubli. Kolik byste
byli ochotni zaplatit za icast v této hie?

Reseni

Stredni hodnota je nekone¢no.

Prehled diskrétnich rozdéleni
e alternativni (Bernoulliho):

— Héazime minci. Panna nebo orel?
— X ~ Bern(p): px(1) =p, px(0)=1—p
- EX)=p

o binomické:

— Hazime n mincemi. Kolikrat padl orel?
— X ~ Bin(n,p): px(k) = (Q)pF(1 —p)"F pro0 <k <n
- E(X)=mnp

e geometrické:

— Hézime minci, dokud nepadne orel. Kolikrat hodime? (neboli tak dlouho se chodi se dzbanem pro

vodu...)
— X ~ Geom(p): px (k) =p(1 —p)*~L pro k > 1
- E(X)=1/p

o Poissonovo:

— Kolik ¢ernych kocek pfebéhne denné pfes cestu?
— X ~ Pois(\): px (k) = e - A\ /E!
—EX)=2A

Definice (Stfedn{ hodnota diskrétni ndhodné veli¢iny). Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X definujeme stfedn{

hodnotu E(X) =" (x) %+ P[X = z] (mé-li pravé strana smysl).

zESupp

Definice (Nezdvislost ndhodnych veli¢in). Ndhodné veliciny X, Y jsou nezévislé, pokud pro kazdé z,y € R jsou
jevy {X =z} a {Y =y} nezdvislé. (To je totéz jako P[X =z,Y =y] = P[X = z] - P[Y =y].)

Definice (Rozptyl). Rozptyl ndhodné veli¢iny X je var(X) = E[(X — EX)?].

Fakt (Vypocet rozptylu). var(X) = E(X?) — (EX)2

Domaci ukol 4
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Uloha 1 (Autobusy)

Cestou na vylet se skupina studentu rozdélila do péti autobustu: je v nich po fadé 50, 55, 60, 65, 70 studentu.
Vyberme uniformné ndhodné a nezdvisle jednoho studenta s a jednoho fidi¢e autobusu r.

Oznacme jako X ndhodnou veli¢inu ,,pocet studentu v autobuse, ve kterém je student s a Y ndhodnou veli¢inu
»pocet studentll v autobuse, ve kterém je fidi¢ r“. Spoctéte E[X] a rozhodnéte (zkuste nejdiiv bez poc¢itani),
zda E[Y] je vétsi nez E[X] ¢ naopak (nebo zda jsou stejné).

Uloha 2 (O zlodéjstvi)

V kapse mate dvé padesédtikoruny, jednu dvacetikorunu a jednu desetikorunu. Zlodéj vam z kapsy ndhodné
vybere (a ukradne) dvé mince. Oznac¢me X jako ndhodnou veli¢inu, kterd udavd, o kolik penéz jste pravé prisli.
Urcete rozdéleni X a spoctéte ocekdvanou ztratu.

Zlodéj si nasledné koupil kavu za 20 korun a potom mu zlodéjsky cech vezme ¢tyfi pétiny z toho, co mu zbylo po
koupi kdvy. Oznac¢me jako Y veli¢inu udévajici ¢astku, kterd zlodéjovi po tom vSem zustane. Urcete rozdélent
a stfedni hodnotu Y.
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