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Uzitecné vztahy pro podminénou pravdépodobnost

Retézové pravidlo: Pokud Ay, ..., A, € Fa P(A;N---NA,) >0, tak
n—1
P(AiNAyNn---NA,) =P(A1)P(A2]|A1)P(A3]A1 N As) ... P(A,] ﬂ Ap)
i=1

Rozbor pripadu: Pokud By, B, ... € F je rozklad Q2 a A € F, tak

P(A) = ZP(A\Bi)P(Bi),

pricemz séitance s P(B;) = 0 povazujeme za 0.
Nezdvislost: P(AN B) = P(A)P(B) < (P(A|B) = P(A) Vv P(B) =0)

Uloha -1 (Hey Brother)
Kral zemé ma pravé jednoho sourozence. Jaka je pravdépodobnost, ze kral m4a bratra? (Ujasnéte si vSechny
predpoklady, které pouzivéte! Co jsou elementdrn{ jevy?)

Uloha 1 (Korelujeme?)
Jaky je vztah tvrzeni P(A|B) > P(A) a P(B|A) > P(B)?

ResSeni

Z definice P(A|B) - P(B) = P(AN B) = P(B|A) - P(A) ~ Z2lf) = Z3.

Uloha 2 (Kouzlime s kartami)
Vytdhneme si tii karty z bézného balicku 32 karet. Ozna¢me A; jev i-ta karta je srdcovd. Spoctéte P(A1NAsNA3).

Reseni

Retizkové pravidlo: P(A1) = 1/4, P(As|A1) = 7/31, P(A3|As N A1) = 1/5 ~ P(A; N Ay N Ag) = 55

Uloha 3 (Dvé predpovédi)

Pro planovéni vyletu do Krkono§ pouzivame &eskou a polskou predpovéd poéasi. Piedpokladejme, Ze kazda z
nich mé tutéz pravdépodobnost tspéchu p € [0, 1], obé piedpovédi jsou nezdvislé a maji jen dva vysledky: bude
prset, nebude prset. Pouzivame je takto: pokud se shoduji, véfime jim, pokud ne, hodime si spravedlivou minci.
Jakd je pravdépodobnost, Ze se rozhodneme spravné?

Reseni
Rozhodneme se spravné, pokud bud’ jsou obé tspésné, nebo je pravé jedna tspéina a hod dopadne dobie. Takze
Pluspéch] = p? + M =pp+1-p) =p

Intuice: Michal Jires naSel pékné intuitivni vysvétleni: Pokud se pfedpovédi neshoduji, pak hod minci také
znamend, ze si ndhodné vyberu, které z téch dvou protifecicich si predpovédi vérim. Ale to mohu udélat i
v piipadé, Ze se shoduji. TakZe at uz se predpovédi shodly nebo neshodly, jé si ndhodné vyberu jednu piedpovéd
a té vérim. Tim padem pravdépodobnost, ze uhodnu spravné pocasi, je rovna pravdépodobnosti, Ze jedna
konkrétni pfedpovéd uspéla, coz je presné p.

Uloha 4 (Thopter Depths)

Hrajeme karetni hru, ve které vsichni hraji t¥i typy balicki: control hraje 45 % hracu, aggro hraje 26 % hrdcu
a midrange hraje 29 % hracu. Sestavili jsme novy combo balik, a zjistili jsme, Ze proti controlu méme $anci na
vyhru 40 %, proti aggru 55 % a proti midrange 75 %. Jak4 je Sance, ze vyhrajeme prvnf hru? (Pfedpokladejme,
Ze soupefe vybirdme ndhodné.)

Reseni
Véta o uplné psti: jevy V vyhra, C, A, M proti komu hraju: P(V) = P(V|C)-P(C)+ P(V|A)-P(A)+P(V|M)-
P(M)=0.4-0.454 0.55-0.26 + 0.75 - 0.29 = 0.5405.
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Uloha 5 (Monty Hall)

V soutézni hie stojime na podiu pted tfemi dveimi. Za dvojemi je koza (tu nechceme, moc Zere), za zbylymi
auto (to chceme, i kdyz vlastné také moc zere). Vybereme si jedny dvefe, ale nez je otevieme, moderdtor otevie
jedny ze zbylych dvefi, ukdze za nimi kozu, a nabidne ndm, Zze muzeme svoji volbu zménit. Mame to udélat?
Pomuze to? Uvédomte si, ze zaddn{ md (minimélné) ndsledujici dvé varianty:

(a) moderdtor vi, kde je auto, a tomu pfizpusobi, které dvefe otevie;
(b) moderator si hodi korunou, které dvete oteviit. Kdyby odhalil auto, tak bychom asi prohrali, ale to se

zrovna nestalo.

Budeme pouzivat strategii, kdy dvefe zménime. Spocitejte pravdépodobnost, Ze vyhrajeme auto, ve vari-
antach (a), (b).

Reseni
BUNO volime prvni dvefe (je to jenom znaceni).
Znacime jevy Ay, As, Az, 01,05 jako Auto je za prvnum dvefmi, i-té dvefe byly Otevieny.

_ P[O;|A4]-P[A1] _ 5 _1/6 _ 1 [ ~

P[A|Os] ol o P(02|A1)4P(A1)+P(Og|A2)-P(A2)+P(Oz\A3)-P(A3) g+0+% = 173 = 3, druhd pravdépodobnost

analogicky.
1

Jako nize: P(A|K) = % = TE = %
Druhd varianta: znac¢ime jevy A jako vybrali jsme si prvné auto, K jako Monty Hall spadnul na kozu. Pak

P(A|K) = PEAPA) _ Ly 13 _ 1

P(K) TI3Z1 ~ 23 2

Uloha 6 (Mincovni pfevaha)

Alice ma n + 1 minci, Bob jich ma n. Oba hod{ vSemi svymi mincemi a spocitaji, komu padne kolikrdt panna.
Ukazte, ze pravdépodobnost, ze Alici padla panna vicekrat, je 1/2. (Ndvod: Predstavte si, Ze Alice si dd jednu
minci stranou a napted spocitd téch n ostatnich, teprve pak pripocte tu poslednt.)

Reseni

Nejdifve hodime n mincemi. Pak je bud s pravdépodobnosti p Alice ve vedeni, nebo je s pravdépodobnosti
p Bob ve vedeni, a nebo s pravdépodobnosti 1 — 2p maji stejné. Potom jesté hodime posledni minci — ma
pravdépodobnost 1/2, ze hod{ pannu. Tedy celkové vyhraje s pravdépodobnosti p + 1—22;) =1/2.

Uloha 7 (Poréd lepsi nez rusks ruleta)
V krabici je b bilych a ¢ ¢ernych mickia. Dva hraci stiidaveé tahaji micky, prvni, kdo vytdhne bily micek, prohral.
Jaka je pravdépodobnost, Zze prohraje prvni hrac? Najdéte rekurenci.

Reseni
Prvm’ hra¢ prohraje s pravdépodobnosti ﬁbc + (b+c)(bi(z:3?b+c72) + .... Rekurence: p(b,b) = 1, p(b,b+¢) =
b+c + 55 - (L =p(b,b+c— 1)).

Bonusové tlohy

Uloha 8 (Prosecutor’s fallacy)

Pan{ C. umfely dvé déti kratce po narozeni. Je obzalovana za dvojnasobnou vrazdu. Zalobce argumentuje takto:
Pravdépodobnost syndromu nahlého dmrti kojenct je 1/8500. Takze pravdépodobnost dvou takovych jevi je
1/85002%. Tud{z pravdépodobnost, Ze pani C. je nevinna, je 1/85002, coz je hodné malo. Formulujte argumenty
zalobce v Tec¢i pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé chyby.

Reseni
Pravdépodobnosti nemusi byt nezavislé, a tohle je pst dvou nahlych tmrti za predpokladu, ze je nevinna.
Naopak, jaka je pst toho, ze je nevinnd, za predpokladu dvou umrti je tézké fict.

Uloha 9 (Simpsontv paradox)
V této tiloze budeme mit bonbony dvou druhti: dobré cervené a nedobré zelené. Bonbony ale vybirame z nddoby
poslepu (nebo jsme barvoslepi). Rozhodnéte, zda se muze stét nésledujici podivnost:

e Pii vytahovani bonbonu z bilé krabice mame vyssi pravdépodobnost, ze vytdhneme dobry bonbon, nez
z Cerné krabice.



e Pii vytahovani bonbonu z bilého sacku mame vyssi pravdépodobnost, ze vytdhneme dobry bonbon, nez
z ¢erného sacku.

e Pokud piesypeme bonbony z bilého sacku do bilé krabice (a z ¢erného do ¢erné krabice), tak budeme mit
lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu v ¢erné krabici.

Reseni e bild krabice: 2/8, Gernd krabice: 1/5
o bily sacek: 2/2, ¢erny sdcek: 4/5

e bilé dohromady: 4/10, éerné dohromady: 5/10.

Na procviceni

Uloha 10 (Obméiiujeme téma)
Logickd formule A = B je ekvivalentni obméné =B = —A. Budeme se zabyvat analogiemi zahrnujicimi
pravdépodobnost.

1. Ukazte, ze pokud P(B|A) = 1, tak také P(A°|B¢) = 1.
2. Ukazte, ze je vSak mozné, aby P(B|A) =1, ale P(A€|B€) = 0.
Uloha 11 (Urna)

V urné je a ¢ernych a b bilych micku. Postupné z ni (bez vraceni) tahdme micky. Jakd je pravdépodobnost, ze
prvni vytazeny micek je ¢erny? Druhy, tieti, ...7
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Uloha 1 (Spojené nédoby)

Mame k nadob, v kazdé z nich a bilych a b ¢ernych micku. Z prvni vybereme ndhodny micek, vhodime do
druhé. Pak z ni vybereme nahodny micek, vhodime do treti, a tak déle. Jakd je pravdépodobnost, ze z posledni
nadoby vytahneme bily micek?

(Hint: zkuste nejdriv pripad k = 2.)

Uloha 2 (Zapomnétlivei)

Dva spolubydlici Nok a Tete, studenti matfyzu, jsou zapomnétlivi a obéas nékde nechaji svoje mobily. Konkrétné
Nok si vzdycky svij telefon z domova vezme, ale Tete jej doma zapomene s pravdépodobnosti 1 /4. Po prednésce
nebo cvicen{ jsou tak unaveni, ze kazdy svij telefon v u¢ebné zapomene s pravdépodobnosti 1/3. Po ndvstéve
dvou prednédsek jdou domu.

Vsechny ,moznosti“ jak telefon zapomenout jsou na sobé ,nezdvislé“ (pfesngji: pravdépodobnost, Ze student
nékde mobil zapomene, pokud jej ma stéle u sebe je dle zadani, pravdépodobnost, ze jej nékde zapomene, pokud
ho uz zvlddnul ztratit, je 0).

Urcete pravdépodobnost, ze

1. po navratu domu maji oba své mobily,
2. po navratu domu maji jenom jeden mobil,
3. Tete zapomnéla sviij mobil za podminky, Ze po navratu domu maji jenom jeden telefon.

Pozor: Tete muze svuj telefon zapomenout doma.
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