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Bodové odhady

Uloha 1 (Bodovy odhad 1)
Méme ndhodny vybér Xi,...,X,, ~U(0,9).

a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.

)
b) Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximdln{ vérohodnosti.

¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni. (Staci experimentalné na pocitaci.)

d) Pro kazdy z nich spoc¢téte stredni kvadratickou odchylku (MSE). (Staci experimentdlné na pocitaci.)
e) Ktery odhad je lepsi? Napadd vds néjaky jesté lepsi?

Uloha 2 (Bodovy odhad 2)
Méme ndhodny vybér X, ..., X, ~ Geom(p), jako parametr néds zajima 9 = p.

a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.
b) Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximaln{ vérohodnosti.
¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni. (Sta¢i experimentdlné na pocitaci.)

Uloha 3 (Bodovy odhad 3)
Méme ndhodny vybér Xi,...,X,, ~ Exp(A). Oznac¢me ¥ = 1/\.

a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.

b) Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximalni vérohodnosti.

¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni. (Staci experimentdlné na poéitaci.)

)
)
)
d) Spoctéte stredni kvadratickou odchylku (MSE).

Intervalové odhady

Uloha 4 (Intervalovy odhad 1)
Méme jedno méfeni X ~ N(u,1). (Tj. parametr 9 = p.)
a) Najdéte intervalovy odhad pro p se spolehlivosti 95 %. (Pro konkrétnost: naméfili jsme x = 2.9.)

b) Misto jednoho méfeni jich provedeme n (pochopitelné nezavislych). Jaky bude ted intervalovy odhad pro
u? Pro konkrétnost: namérili jsme x4, ..., x9 = 1.82,1.00,2.50, 3.00, 0.50,2.97,1.76, 1.35, 3.41.

¢) Nechf X m4 stéle stfedni hodnotu u a rozptyl 1, ale nenf uz nutné normélni. Co se zméni?

Uloha 5 (Intervalovy odhad 2)
Tentokrat vybirame z rozdéleni N (u,0?): p ani o nezndme, parametr ¥ = (u,9). Naméfili jsme hodnoty 8.47,
10.91, 10.87, 9.46, 10.40.

a) Spoctéte vybérovy prumér a vybérovy rozptyl.
b) Kdybychom vé&fili, Ze spocteny vybérovy rozptyl je skuteénd hodnota o2, najdéte intervalovy odhad pro
I
c¢) Najdéte intervalovy odhad pro p pouzitim Studentova t-rozdéleni.
Uloha 6 (Intervalovy odhad 3)
Pocet emaili za den modelujeme pomoci Poissonova rozdéleni Pois(A). Prvni tyden v prosinci jsme dostali
34,35,29,31,30 emailu. Najdéte pro A intervalovy odhad se spolehlivosti 95 %. Pouzijte k tomu posledni metodu

z predndsky — tu vyuzivajici Studentova rozdéleni. (Poissonovo rozdélen{ sice neni normélni, ale pro dostate¢né
vysokou hodnotu A je normalnimu dost podobné, metoda bude mit spolehlivost blizkou 95 %.)
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Testovani hypotéz

Uloha 7 (Testujeme)

Méme jedno méfeni X ~ N(u,1). Chceme ovéfit hypotézu Hy: p = 5 s hladinou vyznamnosti a = 5 %.
a) Jaky zvolime kriticky obor — mnozinu méfeni, ve které hypotézu zamitneme?

b) Misto jednoho méfen{ jich provedeme n (pochopitelné nezdvislych). Jaky bude kriticky obor pro X,,?

c¢) Pokud je ve skuteénosti y = 4 a mdme n = 10 méfeni, jakd je pravdépodobnost, ze hypotézu nezamitneme?

d) Necht X m4 stdle stfedni{ hodnotu u a rozptyl 1, ale nenf uz nutné normélni. Co se zméni?

Uloha 8 (Chybovost)
Podle slibu vyrobce bude jeho stroj délat chyby nejvyse ve 3% piipadu. Z 600 pokusu doslo k chybé v 28
ptipadech. Posud'te slib vyrobce (coby nulovou hypotézu) na hladiné vyznamnosti 5 %.

a) Pocet chyb modelujte presné, tj. pomoci binomického rozdéleni.

b) Poéet chyb modelujte piiblizné pomoci normélniho rozdéleni (s vhodnym u, o2).

Tahak
e Zkoumdme posloupnost n.n.v. se stejnym rozdélenim, napi. Geom(6), U(0,0), kde 6 je parametr.
e Zapisujeme X1,..., X, ~ Fy, tzv. ndhodny vybér z Fy (model s parametrem).
e Naméiime X; = x1, ..., chceme odhadnout 6.

e) ...néjakd metoda jak odhadnout § pomoci namérenych dat (hodnot Xi,...,X,,). Angl. estimator —
jeden ziskany odhad je estimate, ten znacime 6.

e m,.(0) =E(X") pro X ~ Fy ... r-t moment, idedlni vlastnost rozdéleni
e m,(0) = %Z?:l X7 ... r-tg vgbérovy moment, ndhodnd velic¢ina, funkce naseho naméreného vzorku (tj.
statistika)

e Odhad metodou momenti vyfesime rovnici mq(6) = My () pro nezndmou 6.

e event. soustavu rovnice m,(0) = m,.(f) pro r = 1,2,... podle potieby.
o L(0;xq,...,2,) = P[X; =21 A--- ANX,, =x,] ...pravd. pozorovanych dat zdvisld na parametru 6.
e nebo L(...) = fx,...x,(x1,...,2,) ... hustota pravdépodobnosti ...

o ((0;x1,...,2n) =log L(...) ...pro snazs{ vypocty.

e Odhad metodou mazimdlni vérohodnosti (Mazimal Likelihood) hleddme 6, pro které je maximalni L(0; 1, ..., x,),
resp. £(...). Obvykle pomoci derivaci funkce L, resp. £.

e bias (vychyleni): E(© — 6) ...0 skuteény parametr, © nas odhad (ndhodnd veli¢ina, protoze zavisi na
naméienych datech)

e odhad je nevychyleny/nestranny/unbiased: bias = 0

e odhad je asymptoticky nevychyleny: bias konverguje k 0, neboli E(©) — 6

e odhad je konzistentni: © konverguje k 0 v pravdépodobnosti: pro viechna e > 0: P(|® — | > &) — 0
e MSE (mean square error, stiedni kvadraticks odchylka): E((© — 6)?)

e Véta: MSE = bias® 4 var(©).



K procviceni

Uloha 9 (Bodovy odhad 3’)

Méme ndhodny vybér Xi,...,X,, ~ Ezp()). Zajima nds pravdépodobnost p, ze X > 1 pro X ~ Exp(A).

(Pfipomeiime, 7ze p = e~ 1))

a) Navrhnéte bodovy odhad p (libovolnou metodou), ptipadné nékolik odhadu.
b) Prozkoumejte jeho vlastnosti.

Uloha 10 (Bodovy odhad 4)

Necht X ~ Exzp()\) popisuje drdhu, kterou uleti radioaktivn{ ¢dstice, necht se rozpadne. N43 p¥istroj jeji rozpad
(a polohu rozpadu, tj. hodnotu X) zachyti, ale jen pokud 1 < X < 2. Formélné, budeme zkoumat ndhodny
vybér Xy,..., X, ~ Fx|p pro jev B = {1 < X <2}.

a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.
b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximdln{ vérohodnosti.
¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni.

Uloha 11 (Bodovy odhad 5)
Méme ndhodny vybér Xi,..., X, ~ U(J,9 + 1).

a) Navrhnéte bodovy odhad ¥ momentovou metodou.

b

Navrhnéte bodovy odhad ¥ metodou maximalni vérohodnosti.

)
)

¢) Pro kazdy z nich zjistéte, zda je nestranny a konzistentni. (Staci experimentdlné na pocitaci.)

d) Pro kazdy z nich spoctéte stredni kvadratickou odchylku (MSE). (Sta¢{ experimentdlné na pocitaci.)
)

e) Ktery odhad je lepsi? Napada vas néjaky jesté lepsi?

Uloha 12 (Michelsoniiv experiment)

Na webu https://www.randomservices.org/random/data/Michelson.html| je soupis naméfenych hodnot
rychlosti svétla pii slavném Michelsonovu experimentu z roku 1879. Najdéte intervalovy odhad se spolehli-
vosti 95 %. (Muzete predpoklddat, ze chyba méfen{ je normélné rozdélend se stfedni hodnotou nula.)
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Uloha 1 (Odhad Poissona)
Méme nédhodny vybér Xi,..., X, ~ Pois()).

a) Navrhnéte bodovy odhad A momentovou metodou.
b) Navrhnéte bodovy odhad A metodou maximdln{ vérohodnosti.

¢) Spoctéte stiedni kvadratickou odchylku (MSE) — staéi experimentdlné na pocitaci.
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